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VORWORT

Rechnenlernen gehdrt zweifelsohne zum Kanon der Grundbildung. Dennoch sind
Angebote fur Erwachsene relativ rar und padagogisch wie didaktisch bislang wenig
fundiert. Das Rahmencurriculum Rechnen des Deutschen Volkshochschul-Verbands
liefert eine systematische Grundlage fUr Rechenkurse in Weiterbildungseinrichtungen.
Es formuliert nicht nur Lernziele, sondern erklart auch, warum manche Erwachsene
scheinbar einfache Rechenoperationen nicht ausfUhren kénnen und wie diese Ope-
rationen transparent und verstehbar gemacht werden. So flihrt es Lehrkrafte in den
Anfangsunterricht mit Erwachsenen ein.

Dartiber hinaus soll das DVV-Rahmencurriculum Rechnen Impulse fur den Aus-

bau des elementaren Rechenunterrichts in Weiterbildungseinrichtungen geben. Ein
flachendeckendes Angebot flir den nachholenden Erwerb grundlegender Rechen-
kenntnisse ist dringend erforderlich. Fur Deutschland liegen zwar noch keine Daten
zum Verbreitungsgrad gravierendster Defizite im Rechnen vor,” doch klagen Arbeitge-
ber/-innen seit Jahren Uber mangelhafte Rechenkenntnisse von Ausbildungsplatzbe-
werbern, selbst bei niedrigen Anforderungen.?

Rechenkenntnisse sind in der Ausbildung bzw. am Arbeitsplatz unverzichtbar. Sie
sind aber auch Voraussetzung fur alltagliche dkonomische Herausforderungen: Nur
wer rechnen kann, kann Kontoentwicklungen kontrollieren, Preise vergleichen oder
mit Zahlen unterlegte Informationen kritisch hinterfragen. Wer die eigenen Interessen
als Barger/-in und Konsument/-in kennen und vertreten will, braucht Rechenkennt-
nisse genauso wie Lese- und Schreibkenntnisse.

Internationale Untersuchungen weisen darauf hin, dass sich gerade die Férderung
der Personen mit den schwachsten Rechenkenntnissen gesamtgesellschaftlich
besonders auszahlen wirde.® Daflr mUssen viele jedoch erst einmal ihre Scheu vor
dem Umgang mit Zahlen verlieren und vom Zahlen zum Rechnen Ubergehen. Wie
das gelingen kann, wird in Stufe 1 des DVV-Rahmencurriculums Rechnen erlautert.
Stufe 2 erklart, wie jeder das Stellenwertsystem verstehen lernen kann. Stufe 3 leitet
Zu praxisbezogenen Informationen und Aufgaben Uber, die mit Grundkenntnissen in
der Prozentrechnung verstanden bzw. geldst werden konnen.

Forschung und Entwicklung fur den elementaren Rechenunterricht mit Erwachsenen
sind in Deutschland noch neu. Sie missen fortgesetzt werden. Das DVV-Rahmen-
curriculum Rechnen macht den Anfang.

Gundula Frieling und Angela Rustemeyer

1) PIACC gibt Uber die Beherrschung der elementarsten Rechenkompetenzen keine Auskunft.
2) http://hansberndulrich.files.wordpress.com/2012/06/langzeitstudie_2010.pdf, abgerufen am
30.6.2014.
3) So z.B. Numeracy Counts. NIACE Committee of Inquiry on Adult Numeracy Learning.
Final Report ® February 2011, S. 8.
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Die Kurse zum Thema ,Rechnen” wenden sich an Erwachsene, die nicht bzw. nicht
in einer fUr sie befriedigenden Weise rechnen kdnnen. Im DVV-Rahmencurriculum
Rechnen werden drei Stufen unterschieden.

Stufe 1 wendet sich an Erwachsene, die besondere Schwierigkeiten im Rechnen
haben. Das zentrale Kennzeichen ihres mathematischen Standortes ist, dass sie
auch basale Rechnungen im Zahlraum bis 20 nur zéhlend ausflhren konnen. Dabei
kennen sie durchaus die Zahlzeichen und kénnen zumeist auch zahlen und abzahlen.

Fur die Teiinehmer/-innen* auf Stufe 1 geht es darum, einen Zahlbegriff aufzubauen

— also zu verstehen, was Zahlen sind und wozu sie da sind —, ein Operationsver-
standnis der Addition und Subtraktion aufzubauen, die Aufgaben des Einspluseins
und des Einsminuseins bis 20 nichtzéhlend 16sen und mdglichst automatisch abrufen
zu kénnen sowie eine Zahlraumorientierung im Zahlraum bis 30 zu schaffen.

Stufe 2 erweitert die Zahlraumorientierung in groBere Zahlrdume hinein. Ein Opera-
tionsverstandnis fur die Multiplikation und die Division wird aufgebaut. Das Rechnen
in allen vier Grundrechenarten wird hier nur so weit routinisiert, dass GréBenord-
nungsvorstellungen entwickelt werden und dass der Taschenrechner verstandig
genutzt werden kann. Dazu wird ein Verstéandnis des Stellenwertsystems aufgebaut,
und es wird erarbeitet, wie man mithilfe des stellenwertigen Aufbaus der Zahlen
effektiv rechnen kann.

Die Stufen 1 und 2 sind recht nah entlang unmittelbarer Fahigkeiten in der Mengen-
und Zahlabschatzung, in Zahl- und GréBengeflhlen, in der Zahlraumorientierung

und entlang rechnerischer Fertigkeiten konzipiert. Stufe 3 hat einen deutlich anderen
Charakter und arbeitet sehr stark entlang jener konkreten praktischen Probleme,
welche die Teilnehmer/-innen in den Kurs einbringen. Auf den Stufen 1 und 2 kdnnen
die unmittelbar praktischen BedUrfnisse der Teilnehmer/-innen zwar den Ausgangs-
punkt der Arbeit bilden, aber die Kursarbeit muss sich doch recht eng an jenen
mathematischen Ideen orientieren, die man verstehen muss, damit man Uberhaupt
erst so rechnen kann, dass praktische Probleme bearbeitbar werden.

In Stufe 3 wird den Teilnehmer/-innen das sogenannte ,,burgerliche Rechnen®
vermittelt. Hier geht es nicht mehr um ein basales Rechnenlernen, sondern um
gesellschaftliche und dkonomische Teilhabe in einem schon recht erweiterten Sinn.
Sie sollen in mathematikhaltigen Situationen mit Rechnungen, mathematischen und
auBermathematischen Abwéagungen und Argumenten zu sinnvollen, verninftigen
und fUr sie zufriedenstellenden Entscheidungen kommen kénnen. Ausgangspunkt
des Kurses auf dieser Stufe sind mathematische Probleme bzw. Fragen der Teilneh-
mer/-innen rund um Themen wie Kochrezepte, Reisen, Bankgeschéfte, Mieten oder

4) Dieses Curriculum wurde im Auftrag des Deutschen Volkshochschul-Verbands erarbeitet.
Deshalb wird auf die Formulierung ,Kursteilnehmer/-innen an Volkshochschulen® zuriickgegriffen,
gelegentlich ist auch von ,Teilnehmer/-innen an Volkshochschulen® die Rede. Gedacht ist dabei
aber auch an Schiler/-innen von Schulen, Teilnehmer/-innen von MaBnahmen, Kunden und
Kundinnen von Bildungsfirmen, Lerner/-innen in Kursen usw.




EINFUHRUNG

rund um Zahlen, Daten und Grafiken aus Zeitungen. Aus diesen Problemen schélen
sich die mathematischen Themen wie Prozentrechnung, einfache Begriffe und Male
der Statistik, Proportionalitat und Antiproportionalitat, Dreisatz sowie Tabellen und
Grafiken heraus.

Die Kursteilnenmer/-innen sind in inren schulischen mathematischen Lernprozessen
gescheitert. Ein Hauptgrund hierflr ist die technische Orientierung des Mathematik-
unterrichts, also die Orientierung am Abarbeiten von Rechenverfahren statt an deren
Verstehen. Die Kursteilnehmer/-innen waren Schdler/-innen, die bereits frih in ihrer
Lernbiographie die Rechenverfahren nicht mehr erfolgreich ausfuhren konnten, weil
sie nicht verstanden haben, warum die Verfahren in der geforderten Weise ausgefuhrt
werden und warum sie zum richtigen Resultat fUhren. Deshalb fokussieren alle Kurse
auf die Frage ,Warum funktioniert das Verfahren?“ bzw. ,Wie kénnte es anders
funktionieren?” Dazu gehdrt, die von den Teilnehmer/-innen verwendeten — nicht
immer sachadaquaten — Verfahren in Beziehung zu den zu lernenden Verfahren zu
setzen. Die Stufen 1 und 2 sind sehr explizit mit dem Gedanken angereichert, dass
die Teilnehmer/-innen zudem verstehen, woran ihre friheren Lernprozesse geschei-
tert sind. Dies ist notwendig, weil nur so vorhandene Fehlvorstellungen aufgebrochen
und Traumata bearbeitet werden kénnen.

Wolfgang Schléglmann berichtet Uber mathematische Weiterbildungskurse: ,Viele Er-
wachsene, die an Mathematikkursen teilnehmen, befinden sich in emotional schwie-
rigen Situationen, die einerseits mit ihrer derzeitigen Lebenssituation, aber auch mit
ihrer Lerngeschichte in Zusammenhang stehen. So haben viele von ihnen negative
Erinnerungen an ihren schulischen Mathematikunterricht.

Die Kurssituation holt diese Erinnerungen wieder in das Bewusstsein, und sie

lehnen sich gegen ein neuerliches Mathematiklernen auf. FUr andere Erwachsene

ist die Notwendigkeit, an UmschulungsmaBnahmen teilnehmen zu missen, eine
groBe emotionale Belastung, die zu einer generellen negativen Grundhaltung fihrt.”
(Schiégimann 2002, S. 24)

Schldgimanns Bericht [duft zusammen mit dem Ansatz vieler mathematischer
,Lerntherapien®, die groBen Wert darauf legen, eine Lernsituation zu schaffen, die
sich deutlich von der Schulsituation unterscheidet.

Auf der Ebene der Unterrichtsgestaltung bzw. der Methodik und Didaktik scheint es
unabdingbar zu sein, dass

e die Kursleiter/-innen nicht mit einem fixen Curriculum in den Kurs gehen: Die
Teilnehmer/-innen haben sich fur den Kurs angemeldet, weil sie ein sehr personili-
ches und spezifisches LernbedUrfnis haben, welches meist von einer Defizitwahr-
nehmung gespeist ist. Sowohl die Spezifik des LernbedUrfnisses als auch die der
Defizitwahrnehmung werden sich zwar erst nach und nach ausschérfen, sie sind
aber die Leitschnur des Kurses. Das hier vorgestellte Curriculum stellt lediglich eine
Folie dar, vor der die Bedurfnisse der Teilnehmer/-innen besser einzuordnen und
zu verstehen sind, und die sowohl notwendige Lernschritte als auch Grenzen des
Erreichbaren absteckt.

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.
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® zu Beginn des Kurses eine ,Auftragsklarung® stattfindet: Um ein Arbeitsbidndnis zu
schaffen, missen die Teilnehmer/-innen die Méglichkeit haben, ihr Lernziel flir den
Kurs zur Diskussion zu stellen, sodass ein gemeinsam geteilter Auftrag als Ziel des
Kurses benannt wird.

¢ das unterrichtliche Vorgehen sich strikt an den eigenen Losungswegen der Teil-
nehmer/-innen entlang bewegt. Die Kursteilnehmer/-innen sind bislang mehr oder
weniger gut durchs Leben gekommen, ohne rechnen oder elaboriert rechnen zu
kénnen. Sie haben eigene Problemldsungsmechanismen entwickelt, die man —
auch in ihrer Umsténdlichkeit, gelegentlich in ihrer Komik — nicht nur wirdigen
muss, sondern die die Teilnehmer/-innen auch als Bereicherung erleben kdnnen.
Als methodisches Prinzip ist es deshalb unabdingbar, die je eigenen Losungswe-
ge der Teilnehmer/-innen zu diskutieren und sie in Beziehung zu setzen, sowohl
miteinander als auch mit den konventionellen Lésungswegen. Dadurch werden
mathematische Zusammenhange durchschaubar, ebenso wird die Verallgemeine-
rungsfahigkeit der subjektiven Losungswege diskutierbar. Formale Verfahren sind
dann eventuell lediglich Mittel der effektiven Zusammenflhrung der subjektiven
Verfahren.

e FUr Menschen, die Schwierigkeiten mit mathematischen Basisverfahren haben,
ist es wichtig, die Begriffsbildungsprozesse (z. B. bei Zahlen) neu durchzuflihren
und darauf aufbauend die Grundrechnungsoperation zu entwickeln. Ein ,reines'
Trainieren der Operationen ohne vorherige Begriffsentwicklung ist meist nutzlos,
da so eine Speicherung im episodischen Gedéchtnis und nicht, wie notwendig, im
semantischen Gedachtnis erfolgt.” (Schiégimann 2002, S. 24) Das DVV-Rahmen-
curriculum Rechnen folgt diesem Prinzip durch eine konsequente Verbindung von
Verstehen und Routinisierung.

Bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen von mathematischen Basiskursen muss
man davon ausgehen, dass die mathematische Lernbiografie in einer Sackgasse
gelandet bzw. eine Scheiternsbiografie ist. Dabei ist es tendenziell nicht so, dass die
Teilnehmer/-innen nicht mathematisch denken. Es ist eher so, dass sie eine andere
Mathematik als die konventionell Ubliche konstruiert haben. Diese Mathematik ist
meist von fragmentarisch angehauften Rechenregeln, Tricks und Kniffen gepragt. Es
ist —im Vergleich mit der Férderung von Schilern und Schlerinnen — eventuell leich-
ter, die Teilnehmer/-innen von diesen Regeln und Kniffen zu 16sen, da sie nicht mehr
in der Schule sind, wo sie tagtaglich gezwungen waren, darauf zurickzugreifen, um
Rechenresultate zu produzieren. Nichtsdestotrotz ist es eine Grundschwierigkeit in
mathematischen Basiskursen, den Teilnehmern und Teilnehmerinnen ihre Regeln und
Kniffe bewusst zu machen, sie zu reflektieren und deren Grenzen aufzuzeigen sowie
bei ihnen Vertrauen zu neuen Wegen zu schaffen. Grundsétzlich geht dies nur, wenn
sie verstehen, warum die neu zu erlernenden Rechenverfahren funktionieren. In ihrer
Scheiternsbiografie haben sie sehr haufig gehdrt, wie die Verfahren funktionieren,

sie haben die Verfahren auch haufig gelbt. Dieser fehlgeschlagene Weg darf nicht
reproduziert werden, sondern es geht fur die Teilnehmer/-innen darum, das ,Warum*
zu verstehen und mit diesem neuen Verstandnis endlich das Verfahren auch routini-
sieren zu kdnnen. Gleiches gilt fur Begriffsbildungen. Man kann hier die Dauerfrage
formulieren: ,Was ist eigentlich gemeint mit ...?"

Wolfram Meyerhdfer
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DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

1. DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN
STUFE 1

1.1 Voraussetzungen und Grunddispositionen
des Rechnenlernens

Die Teilnehmer/-innen des Kurses auf Stufe 1 stammen im Allgemeinen nicht aus
Kulturen, in denen sie keinen Rechenunterricht hatten, sondern sie haben langjéhrig
Mathematikunterricht durchlaufen — und sind dabei gescheitert. Die Ursachen des
Scheiterns sind je spezifisch, aber es ist davon auszugehen, dass es der Mathe-
matikunterricht versdumt hat, bezogen auf das damalige Vorwissen der damaligen
Schuler/-innen einen Weg von den z&hlenden Rechenstrategien, mit denen fast

alle Kinder in die Schule kommen, hin zu nichtzahlenden Strategien zu schaffen
(vgl. Meyerhdfer 2011, S. 401 -426).

Ein Element dieses ,didaktischen Versagens” kann gewesen sein, dass die Schule
nicht erkannt hat, dass das Vorwissen der Schuler/-innen in den Bereichen

e Eins-zu-Eins-Zuordnung und Invarianz,
¢ Teil-Teil-Ganzes-Verstandnis,
e Zahlen und Abzahlen sowie

e Klassifikation und Seriation

nicht weit genug entwickelt war, um dem Mathematikunterricht folgen zu kénnen.

Es gibt keine Untersuchungen dardber, ob Erwachsene mit besonderen Schwierig-
keiten im Rechnen (EbSR) eventuell diese Grunddispositionen des Rechnenlernens
nie erlangt haben oder ob sie sie erst so spat erlangt haben, dass es ihnen wéahrend
des Mathematikunterrichts in der Grundschule nicht zur Verfligung stand, sodass sie
keine Mdglichkeit hatten, sich den mathematischen Lernstoff zu erschlieBen. Diese
Grunddispositionen werden hier kommentiert einerseits, damit Sie als Kursleiter/-in
die Frage im Hinterkopf behalten, ob Ihre Teilnehmer/-innen eventuell nicht Gber sie
verfugen. Wenn das der Fall ist, missen Sie dies im Lehrprozess berticksichtigen.
(Bei den ersten beiden Punkten und beim vierten Punkt missen Sie dann versuchen,
mit Lernsituationen zu arbeiten, die die dabei angesprochenen Denkweisen nicht
erfordern. Beim Punkt ,Z&hlen und Abzahlen“ missen Sie einen diesbezliglichen
Lernprozess vorschalten.)

Die Grunddispositionen werden aber andererseits kommentiert, damit Sie dieses
Hintergrundwissen im Gesprach mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen ver-
wenden kdnnen: Mathematische Basiskurse sind auch immer der Frage nach den
Ursachen des eigenen Scheiterns am Rechnen ausgesetzt. Oftmals hilft es im
Lernprozess, wenn Teilnehmer/-innen die Ursachen friiheren Scheiterns zu erkennen
vermadgen.

11



DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

1.1.1 Eins-zu-Eins-Zuordnung und Invarianzverstandnis

Die Eins-zu-Eins-Zuordnung, oder haufig auch ,Sttck-flr-Stuck-Korrespondenz*
genannt, ist eine wichtige Zugangsform flr die Mengengleichsetzung und den
Mengenvergleich. Sie schafft die Voraussetzung daflr, zu verstehen, dass Men-
gen bei reinen Veranderungen ihrer duBeren Gestalt ihre Anzahl nicht verandern
(»Invarianz®). Ein klassisches Experiment dazu ist folgendes:

Der Proband soll eine fur ihn Uberschaubare Menge legen, z.B. 7 rote Plattchen.
Fordern Sie den Probanden auf, gleich viele blaue Plattchen zu den roten Plattchen
zu legen. Dies geschieht Uber direkte Eins-zu-Eins-Zuordnung, d.h., jedem roten
Plattchen wird einzeln ein blaues Plattchen zugeordnet, oder Uber Abzéhlen (also
Uber eine Eins-zu-Eins-Zuordnung, bei der jedem Objekt genau ein Zahlwort zuge-
ordnet wird). Diese Herstellung einer Eins-zu-Eins-Zuordnung beherrschen Kinder
meist bereits im Vorschuljahr.

Nun fragen Sie, ob gleich viele rote und blaue Plattchen vorhanden sind und warum.

Danach schieben Sie eine der beiden Reihen zusammen bzw. auseinander und
fragen den Probanden, ob immer noch gleich viele rote und blaue Plattchen da sind.
Wenn der Proband erkennt, dass die Anzahl der Mengenelemente trotz der Veran-
derung der Anordnung der Mengenelemente invariant bleibt, sich also nicht andert,
spricht man von Invarianzverstandnis.

Wer das noch nicht versteht, dass trotz dieser Anderung der duBeren Gestalt der
Menge immer noch gleich viele Plattchen vorhanden sind, wird Schwierigkeiten haben,
wenn mit Mengen dynamisch agiert wird, weil es nicht sicher sein kann, dass die An-
zahl der Mengenelemente bei diesem Agieren gleich bleibt. Vielleicht erinnern sich die
Teilnehmer/-innen an dieses Problem bezlglich des eigenen Rechnenlernens.

Die Entwicklung von Kindern ist gekennzeichnet durch die Befreiung von der Figur
oder der Wahrnehmungsanschauung. FUr die Kinder kurz vor Beginn der Schule be-
steht die Entwicklungsaufgabe, sich von der Anschauung zu l6sen. Dazu mussen sie
Schritt fir Schritt ihnrem Eins-zu-Eins-Tun mehr vertrauen lermen als der unmittelbaren
Anschauung. Die Argumentationen laufen dann darauf hinaus, dass die Handlungen
umkehrbar sind (,,Jetzt sieht es mehr aus, aber ich kann die Plattchen ja auch wieder
zurlckschieben, dann sehe ich ja, dass es immer noch gleich viele sind.”) oder dass
mehrere Eigenschaften gedanklich verknlpft werden (,Diese Plattchenreihe ist zwar
breiter ausgedehnt, aber daflr liegen die Plattchen ja auch weniger dicht.”).

Es erscheint kaum vorstellbar, dass Erwachsene nicht in der Lage sind, eine
Eins-zu-Eins-Korrespondenz herzustellen — das Experiment dient mehr der Reflexion
von Problemen der Kindheit. Wenn doch, dann sind Sie als Kursleiter/-in gefragt, wie
weit die Teilnehmer/-innen mit lhnen gemeinsam den Weg des Rechnens zu gehen in
der Lage sind. Falls Teilnehmer/-innen trotz Diskussion von Invarianzsituationen kein
Invarianzverstandnis erlangen, dann missen Sie Mengendarstellungen, bei denen
sich die auBere Gestalt der Menge &ndert, ohne dass sich die Menge andert, immer
sehr ausfuhrlich kommentieren oder aber vermeiden. Leitschnur dabei ist: Wer sich
auf die Invarianz einer Menge bei Formveranderung nicht verlassen kann, der ist
immer unsicher, wie viele da liegen. Zahlen sind aber dazu da, Anzahlen zu beschrei-
ben. Wer also bei der Frage ,Wie viele?* unsicher ist, der wird auch Zahlen immer als
unsichere Handlungspartner erleben.
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1.1.2 Zahlen und Abzéhlen

Abzahlen

Es ist zentral fUr den Erwerb eines Zahlbegriffs, dass die Teilnehmer/-innen Zahlen als
Bezeichnungen von Anzahlen verstehen und nicht lediglich als Glieder der Zahlwor-
treine. Zahlen antworten zunachst auf die Frage ,Wie viele?“. Deshalb wird hier das
Abzahlen getrennt betrachtet vom Zahlen (Aufsagen der Zahlwortreihe). Im Mittel-
punkt stehen die Mengenerfahrung und die Zuordnung von Mengen zu Zahlen als
Anzahlkategorien.

Im Entwicklungsprozess des Abz&hlens lassen sich folgende Phasen beobachten:

¢ |In den Anfangen werden die Elemente abgezahlt, indem jedes gezahlte Element
verschoben wird.

¢ Im Folgenden genlgt das Antippen der gezéhlten Elemente.

e Es folgt das Abzahlen ohne taktile Hilfen, also nur mit den Augen.

Bei Menschen, die nicht richtig abz&hlen kdnnen, 1asst sich beobachten, dass sie
sozusagen diese Entwicklungsstufen nicht sauber durchlaufen haben: Sie zah-

len nur mit den Augen oder mit Antippen der Mengenelemente, aber sie kommen
dabei durcheinander. Man kann sich das vielleicht als eine Art nicht eingestandener
Selbstlberschatzung oder Selbstiberforderung vorstellen: Auch wer gut abzahlen
kann, wird bei groBen ungeordneten Mengen das Antippen oder das Verschieben
der Mengenelemente nutzen. Wenn Menschen also auf diese Hilfen verzichten und
dadurch durcheinanderkommen, dann gilt es, sie davon zu Uberzeugen, auf diese
Hilfen zurlckzugreifen, was sie vielleicht aus Scham, aus Ehrgeiz, Zerstreuung usw.
normalerweise vermeiden. Vielleicht ist eine Nachfrage genau an dieser Stelle ein
Zugang zum mathematischen Denken der Betroffenen: ,Ich selbst wirde hier ja die
bereits gezéhlten Gegenstande zur Seite schieben, ich komme sonst immer durchei-
nander. Warum machen Sie das eigentlich anders?*

Ziel der Entwicklung sollte dartiber hinausgehend die Loslésung vom stlckweisen
(,eins-weisen” oder ,eins-schrittigen®) Zahlen zum strukturierten (,mehrschrittigen®)
Z&hlen sein. Hier sollte beobachtet werden, ob die Teilnehmer/-innen im Laufe der
Entwicklung und durch die Gewinnung von Sicherheit im Umgang mit dem Abzahlen
selber zu Vereinfachungen im Sinne des strukturierten Zahlens Ubergegangen sind
oder ob dieser Prozess noch zu initiieren ist.

Eine Erleichterung flr das spétere Losldsen vom z&hlenden Rechnen ist das Erfassen
von kleinen Mengen auf einen Blick (,simultane Mengenerfassung*). Dies wird durch
Muster wie z. B. Wirfelmuster erleichtert.

Was beim Zahlen zu beachten ist, ist in den Abzahlprinzipien® formuliert, die helfen,
die Ursache von eventuell auftretenden Abzahlfehlern zu verstehen:

5) In der Mathematikdidaktik wird hier meist von ,Zéhlprinzipien” gesprochen. Flr die Bearbeitung
von besonderen Schwierigkeiten im Rechnen ist die Unterscheidung von Zéhlen und Abzéhlen
aber zentral, da die Betroffenen z. T. zdhlen, aber nicht abzéhlen kénnen, oder eventuell
umgekehrt die Abzéhlprinzipien verstanden haben, aber die Zahlwortreihe nicht stabil
beherrschen.
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¢ Das Eindeutigkeitsprinzip: Jedem der zu zahlenden Objekte wird genau ein Zahl-
wort zugeordnet.

e Das Prinzip der stabilen Ordnung: Die Reihe der Zahlworte hat eine feste Ordnung.

¢ Das Kardinalzahlprinzip: Das zuletzt genannte Zahlwort gibt die Anzahl der Objekte
einer Menge an.

¢ Das Abstraktionsprinzip: Es kann jede beliebige Menge ausgezahlt werden, d.h.,
es kommt nicht darauf an, welcher Art die Objekte sind, die gezahlt werden.

¢ Das Prinzip der Irrelevanz der Anordnung: Die jeweilige Anordnung der zu zahlen-
den Objekte ist fur das Zahlergebnis nicht von Bedeutung.

e Prinzip der beliebigen Reihenfolge: Die Reihenfolge, in der die Elemente gezahit
werden, ist fUr das Zahlergebnis egal.

Zahlen und Zahlwortreihe

Nicht zuféllig ist in diesem Curriculum das Abzéhlen vor dem Zahlen positioniert:
Erwachsene mit besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) waren Kinder mit
besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (vgl. Meyerhdfer 2011, S. 401-426).

Manche von ihnen konnten bei Schulbeginn gut zéhlen, hatten aber nicht verstan-
den, dass Zahlen in der Hauptsache gar nicht zum Z&hlen da sind, sondern zum
Abzahlen, dass sie also Symbolisierungen fur Anzahlen sind. Rechnen war dann flr
sie das Vorwartslaufen auf der Zahlwortreihe (addieren) oder das Rickwartslaufen auf
der Zahlwortreihe (subtrahieren). Auf Stufe 1 muss dieses Missverstandnis aufgeklart
werden.

Nichtsdestotrotz ist auch das Zahlenkdnnen unabdingbar fir das Erlernen des Rech-
nens. Alle Kinder erlernen das Rechnen zunachst Uber Zahlprozesse; und wer nicht
richtig z&hlen kann, der hat keine sichere Basis, um vom Zahlen zu nichtzahlenden
Strategien zu gelangen. Man braucht Sicherheit, dass man beim zahlenden Rech-
nen wirklich zum richtigen Ergebnis gelangt ist, sonst muss man immer und immer
wieder zéhlen.

Man kann die o.g. Abzahlprinzipien auf das Zahlen Ubertragen. Hier gilt:

e Das Prinzip der stabilen Ordnung: Die Reihe der Zahlworte hat eine feste Ordnung.

¢ Das Eindeutigkeitsprinzip: Jede Zahl darf nur genau einmal auftauchen. Keine Zahl
darf ausgelassen werden, und keine Zahl darf doppelt genannt werden.

Die Kursleiterin/der Kursleiter muss herausfinden, inwieweit die Teilnehmer/-innen
richtig z&hlen kénnen. Man kann hier zur Orientierung wieder verschiedene Kénnens-
stufen unterscheiden:

e Das Aufsagen der Zahlwortreihe ist zunachst wie das Aufsagen eines Gedichtes.
Der Kursleiter/die Kursleiterin muss Uberprifen, ob die Teilnehmer/-innen dieses
Gedicht korrekt aufsagen kénnen — zunachst im Zahlraum bis 30. Potenzielle
Knackpunkte dabei sind die Grenzflachen, an denen die Zahlwortbenennung ihr
Prinzip &ndert: Bis Zwolf erhalt jede Zahl ein unsystematisch konstruiertes Zahl-
wort, dann folgt ein unglinstiges Konstruktionsprinzip, das Sie auch als ungunstig
diskutieren kdnnen: Obwohl die Zahl 13 sich ja aus 10 und 3 zusammensetzt und
somit die 10 innerhalb des Symbols , 13" quasi vorn steht, steht sie im Zahlwort
»drei-zehn® hinten. Das mag manche der Teilnehmer/-innen als Kind verwirrt haben.
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Deutlicher sichtbar wird diese Inkonsistenz in den Zahlwértern ab 21: Im Wort ,.ein-
undzwanzig"“ ist eine klare Strukturaussage enthalten: eins und zwanzig. Geschrieben
wird aber 21, was gesprochen ,zwanzigundeins® heiBen musste. Diese Inkonsistenz
hat bei vielen Teilnehmer/-innen friher den Lernprozess torpediert, und sie haben mit
Zahlendrehern gekampft, also z.B. 35 als 53 geschrieben.

¢ Es genugt nicht, die Zahlwortreihe als Gedicht aufsagen zu kénnen. Es ist auch
notwendig, sie ab einer bestimmten Stelle aufsagen zu kénnen — so als ob man ein
Gedicht ab irgendeiner beliebigen Zeile aufsagen kann, ohne dass man von vorn
beginnen muss. Man muss also auch von 5 oder von 7 ausgehend z&hlen kénnen.
Nur dann kann man z.B. 7 + 6 I6sen, indem man von 7 ausgehend weiterzahlt.
Wenn man die Zahlwortreihe nur von eins ausgehend aufsagen kann, dann muss
man vorher noch bis sieben z&hlen und dann noch sechs weiter z&hlen, was deut-
lich aufwendiger ist. Es muss also Uberprift werden, ob die Teilnehmer/-innen auch
von einer beliebigen Zahl an z&hlen kénnen.

¢ Eine erhebliche Effektivierung von Zahlprozessen erreicht man, wenn man in der
Lage ist, in Zweierschritten, Dreierschritten usw. zu zahlen. AuBerdem starkt dies
die Zahlraumorientierung.

¢ Das Ruckwartszahlen ermoglicht erste Zugange zum Subtrahieren, es dient aber
ebenso der Herausbildung einer elaborierteren Zahlraumorientierung. Teilnehmer/-
innen, die von friheren Problemen im Subtrahieren berichten, sind oft auch des-
halb gescheitert, weil mit ihnen das Ruckwéartszahlen nicht in einem so gentigen-
den MaBe routinisiert wurde, dass sie sich geschmeidig gedanklich im Zahlraum
rlckwarts bewegen konnten.

Fur alle diese Zahlroutinen gibt es keine didaktischen Tricks. In der gemeinsamen
Diskussion von Zahlfehlern hilft die Explizierung der Zahlprinzipien den Teilnehmern
und Teilnehmerinnen, die eigenen Probleme besser zu verstehen. Notwendig ist aber
auch eine Routinisierung, also vielfaltige Zahl- und Abzahlanforderungen. Beachten
Sie, dass das Abzéhlen zwar das Zahlen — auch in Zweierschritten, Dreierschritten
usw. — routinisiert, dass aber das Zahlen ab einer bestimmten Zahl und das Ruck-
wartszéhlen kaum mit Abzahlprozesses gelbt werden kann. Hier muss man explizite
Zahlaufgaben stellen.

1.1.3 Klassifikation und Seriation

Uber Erwachsene mit besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) liegt kaum
systematisches Wissen vor, das in die wissenschaftliche Debatte um das Rechnen-
lernen — die sich mit dem Rechnenlernen von Kindern befasst — eingeordnet wére.
BezUglich der Fahigkeit zu Klassifikation und Seriation ist in besonderem Mal3e
unklar, ob bei erwachsenen Teilnehmern und Teilnehmerinnen in unserem Kulturkreis
diesbezUglich Gberhaupt Probleme auftauchen — oder ob lediglich lernbiografisch
Uber die Fahigkeit zur Klassifikation und Seriation reflektiert werden muss. In jedem
Fall ist die Fahigkeit zu Klassifikation und Seriation eine notwendige Voraussetzung
des Rechnenlernens, denn

e Zahlen sind Symbole fur Klassen von Mengen gleicher Machtigkeit. Alle moglichen
Mengen, die die Eigenschaft haben, eine Flnfheit zu enthalten, werden mit dem
Symbol ,5“ oder ,funf* gelabelt. Man muss das Prinzip der Bildung von Klassen
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oder von Kategorien beherrschen, damit man erkennen kann, welche Kollektionen
von Dingen Uberhaupt zu den Funfheiten dazugehdren kdénnen.

e Zahlen sind geordnet. Die Idee der Anzahl kann nur entstehen, wenn man Kollek-
tionen von Dingen bezuglich ihrer Anzahl unterscheidet. So wie der Begriff ,rot*
nur Sinn ergibt, wenn es auch andere Farben gibt, so ist der Begriff ,funf* nur
dann sinnvoll, wenn es auch andere (An-)Zahlen gibt. Man muss also Unterschiede
erkennen koénnen, um sinnvoll mit Zahlen arbeiten zu kénnen. In der Psychologie
und der Mathematikdidaktik folgt man dabei dem Gedanken, dass die Fahigkeit,
Dinge zu sortieren (nach groBer/kleiner, dicker/dunner, langer/kirzer), notwendig
ist, um eine Sortierung nach mehr/weniger vornehmen zu kénnen. Dabei scheint
die implizite Annahme zu sein, dass es eine Art allgemeine Fahigkeit zur Seriation
gibt, dass also, wer Gegenstande systematisch und paarweise strikt ihrer GroBe/
Dicke/Lange nach sortieren kann, dies auch mit Mengen und mit einem Fokus auf
der Anzahl (mehr/weniger) kann.

Klassifikation und Seriation geschieht bei Tatigkeiten wie Sortieren, Kategorisieren,
Differenzieren und Zuordnen. Das Sortieren von Mengen nach Eigenschaften schafft
die Zuordnung zu Kategorien. Im Laufe des Entwicklungsprozesses kénnen Kinder
nach mehreren Kriterien sortieren (nicht nur rot versus griin oder rund versus eckig,
sondern auch: rot und eckig versus grin und eckig, versus rot und rund versus grin
und rund). Sie erkennen auch, dass ein Gegenstand zu mehreren Kategorien geho-
ren kann. Umgekehrt sollten die Gemeinsamkeiten einer Kategorie erkannt werden
(Erkennen der Klassifizierungskriterien).

Im Klassifizieren muissen bei einem Objekt einzelne Aspekte wahrgenommen wer-
den. Beim Erkennen von Anzahleigenschaften mussen ebenso irrelevante Aspekte
ausgeblendet werden.

Auch die Zahlen kdnnen als Kategorien gesehen werden: Wir schauen auf die Welt
mit dem Fokus auf eine bestimmte Eigenschaft, namlich die Anzahlhaftigkeit oder
Mengenhaftigkeit. Wir kategorisieren Mengen hinsichtlich dieser Eigenschaft.

Falls sich diesbezugliche Aktivitaten als notwendig erweisen, achten Sie auf Begrin-
dungen, warum Dinge zusammengehdren. Wir kénnen Gegenstande nach unter-
schiedlichen Kriterien sortieren — dadurch entstehen unterschiedliche Ergebnisse,
dies kann am besten in einem kommunikativen Prozess erkannt, thematisiert und
nachvollzogen werden. Die Anzahl ist nur eines von vielen moglichen Kriterien — und
man muss sich zunachst einlassen auf die Spezifik des mathematischen Blicks auf
die Welt, der genau dieses Kriterium fokussiert.

1.2 Lernziele und Lernwege

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie der Erwerb von Zahlbegriff, Zahlraum-
orientierung und Rechnen stattfindet.

Es gibt kaum empirische Erkenntnisse Uber die ,mathematischen Weltbilder und
das mathematische Lernen von Erwachsenen mit besonderen Schwierigkeiten im
Rechnen (EbSR). Die Mathematikdidaktik wei3 kaum etwas dartber, wie ELSR Zah-
len oder Rechenoperationen konzipieren, welche Zahlraumvorstellungen sie haben
und wie sich das alles vom ,mathematischen Weltbild“ von Menschen, die rechnen
konnen, unterscheidet. Kursleiter/-innen sind also permanent aufgefordert, diesen —
ihnen wahrscheinlich eher fremden — Weltsichten mit Neugier und analytischer Schér-

16

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

fe zu begegnen. Ebenso wenig wissen wir Uber die Spezifik der mathematischen
Lernprozesse von Erwachsenen im Vergleich zu denen bei Kindern. Dem Autor des
DVV-Rahmencurriculums Rechnen liegen lediglich einige mundliche Erfahrungs-
berichte aus ,Rechenschwache”-Forderungen mit Erwachsenen vor. Der Tenor ist
dabei der, dass mit Erwachsenen der grundsatzlich gleiche Prozess des Aufbaus von
Zahlverstandnis, Operationsverstandnis und Zahlraumorientierung durchlaufen wurde
wie auch bei der ,Rechenschwache”-Férderung von Kindern — und dass dieses Vor-
gehen sich nach Darstellung der Berichtenden als erfolgreich erwies.

Das DVW-Rahmencurriculum Rechnen bearbeitet diese Wissensunschérfen auf
folgende Weise: Die Richtschnur des Curriculums ist der Erwerb von Zahlbegriff,
Operationsverstandnis und Zahlraumorientierung bei Kindern. Dieser Prozess ist bei
EbSR gescheitert. Dieses Scheitern hat individuell je spezifische Ursachen, und im
Curriculum sind jene Verstehensknackpunkte benannt, an denen nach den Erfahrun-
gen aus kindlichen Lernprozessen das mathematische Lernen hakt oder scheitert.
Dabei wird davon ausgegangen, dass die Lernprozesse deshalb gescheitert sind,
weil die Schule diese Verstehensknackpunkte nicht in notweniger Weise bearbeitet
hat (vergleiche das Konzept der ,nicht bearbeiteten stofflichen Hdrden", Meyerhdéfer
2011, S.401-426).

Im DVW-Rahmencurriculum Rechnen werden also Optionen benannt, an denen der
frihere mathematische Lernprozess der Teilnehmer/-innen gescheitert ist. Umgekehrt
werden damit jene Knackpunkte benannt, an denen auf Stufe 1 besonders sorg-
faltig Verstéandnis erarbeiten muss. Erschwert wird dies dadurch, dass die Teilneh-
mer/-innen Uber je unterschiedliche Verstehens- und Wissensfragmente, Strategien,
Fehlistrategien und Vorstellungsmuster verfligen. Das Curriculum hat einen Voll-
standigkeitsanspruch beztiglich des zu Leistenden. Es kann aber die Breite des bei
den Teilnehmern und Teilnehmerinnen vorfindlichen Spektrums an mathematischen
kognitiven Landschaften nur grob abstecken, um Kursleiter/-innen in die Normalitat
einer von ihnen vielleicht nicht erwarteten Spannweite hineinzuleiten. Flr konkrete
Erarbeitungs-, Reflexions- und Routinisierungsformate liegt Praxismaterial auf
www.grundbildung.de vor.

1.2.1 Zahlende Rechenstrategien

Die Hauptaufgabe des Kurses auf Stufe 1 ist es, die Teilnehmer/-innen von ihren zah-
lenden Rechenstrategien hin zu nichtzahlenden Strategien zu begleiten, ein adaqua-
tes Operationsverstéandnis von Addition und Subtraktion und eine Zahlraumorientie-
rung bis 30 auszubilden. Zum Ende des Kurses sollten die Teilnehmer/-innen zudem
die Plus- und Minusaufgaben bis 20 moglichst auswendig abrufen kénnen. Sie sollen
sie dabei nicht auswendig lernen, sondern Uber nichtzahlende Strategien so haufig
|6sen, dass sie auswendig verfUgbar werden.

Alle Menschen rechnen als Kinder zunéachst zahlend. EbSR sind auf dieser Ebene
des Rechnens verblieben. Um ihnen zu nichtz&hlenden Strategien verhelfen zu kén-
nen, sollten zun&chst sie selbst und auch die Kursleiter/-innen die von den Teilneh-
mern und Teilnehmerinnen verwendeten Z&hl- und Abz&hlstrategien verstehen. Man
kann zahlende Strategien nach ihrer Elaboriertheit sortieren (die personenspezifi-
schen Zahltechniken unterscheiden sich dann nochmals stark untereinander). Die am
wenigsten elaborierte Strategie ist das ,Alleszahlen®.
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Alleszéhlen

Zum Auszahlen der Aufgabe 3 + 5 mit dieser Strategie legt man 3 Mengenelemente
hin, dann legt man 5 Mengenelemente hin. Nun zahlt man aus, wie viele Mengenele-
mente insgesamt daliegen. Das ist ziemlich aufwendig, denn man zahlt dabei jeden
Summanden einzeln und auch noch die Summe.

Dieses Verfahren kann man genauso ohne konkret vorhandene Mengen ausfuh-
ren: Man zahlt im Kopf drei Gegenstande ab, dann zahlt man ebenfalls im Kopf
funf Gegenstande ab, und schlieBlich stellt man sich alle Gegenstéande gemein-
sam vor und zahlt die Summe ab. Manche Kinder erbringen diese anspruchsvolle
Merkleistung fUr erstaunlich groBe Mengen.

Das Alleszahlen funktioniert auch flir die Subtraktion: Bei 7 — 4 legt man zunachst
sieben Gegenstande hin, dann schiebt man vier Gegenstande beiseite und z&hlt aus,
wie viele Gegensténde noch daliegen.

Weiterzéhlen

Beim ,Weiterzahlen® (3 + 5) legt man wieder drei Mengenelemente hin, danach funf
weitere Mengenelemente, wobei man bereits wahrend des Hinlegens der finf Ele-
mente mitzahlt, also ,4, 5, 6, 7, 8. Man muss also zweimal gleichzeitig z&hlen: Man
z&hlt die funf hinzugelegten Elemente, und gleichzeitig zahlt man, wie viele Elemente
insgesamt schon daliegen. Diese Strategie ist zwar schwieriger, aber man spart Zeit,
weil man wéahrend des Hinzuzahlens der funf Elemente bereits das Ergebnis mitzahlt.
Noch schneller geht es z. B. mit den Fingern, wenn man die drei am Anfang nicht
zahlt, sondern gleich als Ganzes zeigen kann.

Bei der Subtraktion (7 — 4) legt man sieben Elemente hin, und wéhrend man vier
Elemente davon wegnimmt, zahlt man mit, wie viele noch daliegen: ,6, 5, 4, 3. Auch
hier zahlt man gleichzeitig die Elemente, die man wegnimmt, und das Resultat. Das
ist etwas schwieriger als bei der Addition, weil man einmal vorwérts (den Subtrahen-
den) und gleichzeitig einmal rickwarts (den Abbau des Minuenden) zéhlen muss.

Das Weiterzahlen kann man ohne konkret vorhandenes Mengenmaterial im Kopf
durchfUhren. Ein groBer technischer Fortschritt gegentiber dem Alleszahlen ist, dass
man sich bei dieser Methode die Mengen nicht mehr vorstellen (und dann abzahlen)
muss, sondern einfach gedanklich die Zahlwortreihe hochlaufen (Addition) oder run-
terlaufen (Subtraktion) kann. Genau dieser technische Fortschritt ist aber Menschen,
die bei ihren zéhlenden Rechnentechniken steckengeblieben sind, zum Verhangnis
geworden: Der geringere Aufwand tragt oftmals dazu bei, beim Z&hlen zu verbleiben,
statt sich auf effektivere, aber zunachst aufwendigere Strategien einzulassen.

Weiterzédhlen vom gréBeren Summanden aus

Eine weitere Verklrzung des Zahlprozesses erreicht man, indem man 3 + 5 nicht
mehr von 3 aus zahlt, sondern von 5: Bei 3 + 5 hat man funf Z&hlschritte, bei 5 + 3
nur drei Z&hlschritte. Wer bereits weif3, welche Zahl die groBere ist, der sollte vom
gréBeren Summanden aus zahlen.

Unklar bleibt, ob Menschen, die bereits vom groBeren Summanden aus weiterzahlen,
die zugrundeliegende Kommutativitat der Addition verstanden haben. Dies ist mdg-
lich, ebenso kann es aber sein, dass sie lediglich einen ,Rechentrick” verinnerlicht
haben. Mit ihnen muss also diskutiert werden, warum es Uberhaupt mdglich ist, vom
gréBeren Summanden aus weiterzuzahlen.

18

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

1.2.2 Griinde, das zidhlende Rechnen zu tiberwinden

Als Schwierigkeiten und Gefahren des zahlenden Rechnens vermerkt bereits Gerster:

e Die Techniken des Vollstandig-Auszahlens sind umstandlich, die Weiterzahltechni-
ken erfordern doppeltes Zahlen (das verbal gestitzt werden kann, zum Beispiel bei
4 + 3 durch die Sprechweise 4 plus 1 sind 5, plus 2 sind 6, plus 3 sind 7; bei 7 - 3
entsprechend 7 minus 1 sind 6, minus 2 sind 5, minus 3 sind 4; oder man benutzt
die Finger).

¢ Beim zahlenden Rechnen ist das Ergebnis oft um 1 zu gro3 oder zu klein, weil die
Rolle des Anfangs- oder Endgliedes der Zahlsequenz unklar ist.

e Zahlkinder verwenden nicht die Zahlenséatze, die sie bereits auswendig wissen,
sondern tendieren zur stereotypen Anwendung ihrer Z&éhltechnik.

e Zahltechniken kdnnen trainiert und perfektioniert werden, mit zunehmender Per-
fektion schwindet aber das BedUrfnis, sich Zahlenséatze zu merken. Zahltechniken
férdern nicht das Bedurfnis, sich etwas zu merken. Das Repertoire auswendig
gewuBter Zahlensétze steigt nur sehr langsam oder gar nicht.

¢ \Wenn Kinder in mittleren Schuljahren Fakten immer noch nicht auswendig wissen,
verzichten sie auf Merkversuche ganz und verlassen sich voll auf instrumentelle
Nutzung von Gegenstéanden, vor allem der Finger.

e Z&hlende Rechner haben es schwer, zwischen der Aufgabe und dem nach einem
langer dauernden Zahlverfahren gefundenen Ergebnis eine Verbindung herzu-
stellen. Das Lernen einer assoziativen Verknipfung zwischen Aufgabe (= Reiz)
und Ergebnis (= Reaktion) gelingt aber nur, wenn Reiz und Reaktion zeitlich dicht
aufeinander folgen (etwa innerhalb einer Halbsekunde). AuBerdem richtet sich die
Aufmerksamkeit von Zahlkindern mehr auf die Zahlprozedur als auf den Zusam-
menhang zwischen Aufgabe und Ergebnis.

e Zahlkinder entwickeln nicht Beziehungen zwischen Zahlensatzen. Nachdem sie
zahlend 3 + 3 berechnet haben, tun sie dasselbe anschlieBend mit 3 + 4, ohne
sich den Zusammenhang zwischen den beiden Aufgaben bewusst zu machen und
ihn zu verwenden. Die beiden nacheinander gestellten Aufgaben 3 + 4 und 13 + 4
berechnen sie jeweils zahlend, ohne die dekadische Analogie zu verwenden.

e 7ahlendes Rechnen liefert jeweils nur Einzelfakten. Diese werden aber nicht in ein
Beziehungsgeflecht eingebettet, gehen also leicht aus dem Gedachtnis verloren.

¢ Bei schriftlichen Rechenverfahren, beim Lésen von Sachaufgaben, bei geometri-
schen Berechnungen usw. beansprucht zahlendes Rechnen viel Aufmerksamkeit,
die dann fir die Planung von Lésungsschritten und das Einhalten von Verfahrensre-
geln nicht mehr zur Verflgung steht.

SchlieBlich ist zum Problem des zahlenden Rechnens folgendes zu bedenken: Aus
der Beobachtung von Lernprozessen ist bekannt, daB das Gehirn dem Prinzip

folgt, moglichst wenig Verarbeitungsaufwand zu investieren. Es gibt einen mentalen
Widerstand gegen Veranderung eines erlernten Verhaltens. Selbst wenn Lernen (also
Verhaltensanderung) stattfindet, scheinen die alten Verhaltensstrukturen noch weiter
gespeichert zu bleiben. Unter ungUnstigen Umstanden, z. B. Stre3, kénnen sie erneut
das Verhalten bestimmen (Weidenmann, 1991). Gerade bei der Ablésung vom zah-
lenden Rechnen treten in Stre3situationen (z. B. Wettrechnen, Klassenarbeiten) Rick-
falle ins zahlende Rechnen haufig auf. Wenn ein Kind sich zum ,Z&hler* entwickelt
hat, sind HilfsmaBnahmen ab Ende des zweiten Schuljahres sehr aufwendig und oft
wenig erfolgreich (Lorenz und Radatz, 19983, S. 117).” (Gerster 1996, S. 140—142)
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1.2.3 Rechenwege: Verschiedene nichtzahlende Strategien

FUr die Addition und Subtraktion im Zahlraum bis 20 sollen moglichst viele Re-
chenstrategien (,heuristische Strategien®, ,Rechenerleichterungen®) kennengelernt
werden:

¢ \erdoppeln/Halbieren

e Fastverdoppeln/Fasthalbieren

e Aufgaben mit Addition bzw. Subtraktion von 1
¢ Nachbaraufgabe

e Bezug zu 5/10

e Umkehraufgabe

e Analogiebildung

e Nutzen der Seriationslogik

e Erganzen statt Abziehen

¢ gegensinniges/gleichsinniges Verandern

e schrittweises Rechnen (Teilschrittverfahren, Stopp bei Zehn)

Verdoppeln/Halbieren

Das Verdoppeln fallt Kindern besonders leicht, die Verdopplungsaufgaben kénnen
sie oftmals als erste auswendig. Gerade mithilfe von zweireihnigem Material (z. B.
20er-Rechenrahmen oder 20er-Feld) gelingt dies vielleicht auch bei Erwachsenen.
Man sollte nun einerseits immer wieder darauf aufmerksam machen, dass die Teil-
nehmer/-innen mit den Verdopplungen auch bereits die Halbierungen auswendig
wissen, sie mussen die Verdopplungen ,nur® umgekehrt nutzen (Wer sich 6 + 6 = 12
gemerkt hat, der weil3 im Grunde, dass 12 — 6 = 6 ist.) Der Zusammenhang von
Addition und Subtraktion sollte sinnvollerweise permanent thematisiert werden.

Fastverdoppeln/Fasthalbieren

Wer einige Verdopplungen und Halbierungen auswendig kennt, der hat bereits eine
starke Basis, um sehr viele Aufgaben leicht ohne Z&hlen zu rechnen: Wennich 4 + 4
weiB, dann kann ich 4 + 5 und 5 + 4 leicht ableiten (,Nachbaraufgabe®). Von jeder
gewussten Verdopplung oder Halbierung kann man somit zwei weitere Aufgaben
leicht ohne Zahlen ableiten. Kommmen nun noch die +1/-1-Aufgaben hinzu, dann hat
man sehr schnell die Erfahrung, viele Aufgaben bereits leicht ohne Zahlen rechnen zu
koénnen. Wenn man — ehrlich gegentber sich selbst —in einer 1 + 1-Tafel mit Buntstift
jene Aufgaben kennzeichnet, die man bereits ohne Zahlen 16sen kann, dann sieht
man seinen auswendig gewussten Aufgabenschatz sehr schén wachsen.

Aufgaben mit Addition bzw. Subtraktion von 1

Aufgaben wie 5 + 1 oder 1 + 8 oder 9 — 1 erscheinen uns trivial, fir EbSR sind sie
das keineswegs, wenn sie die Beziehungen zwischen dem mengenbezogenen ,,um
eins mehr/eins weniger”, der Reihenfolge der Zahlen auf der Zahlwortreihe und den
Aufgaben mit +1 und —1 nicht verstanden haben. Wenn dieses Verstandnis erarbeitet
wurde und die Aufgaben mit +1 und —1 flr die Teilnehmer/-innen leicht ohne Zah-

len verflgbar sind, dann haben sie einen Vorrat an abrufbaren Aufgaben, der ihnen
als Ankerpunkt fUr weitere Ableitungsstrategien dient. Wenn ich z. B. weif3, dass

8 —1 =7 ist, dann kann ich 8 — 2 als Nachbaraufgabe von 8 — 1 leicht l6sen.
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Nachbaraufgabe
Beispiel 9 — 7: Ich weif3 bereits, was 10 — 7 ist, ndmlich 3. Ich soll die 7 aber von 9
abziehen, also von einem weniger als 10. Also ist 9 -7 =2

Als Nachbaraufgabe bezeichnet man alle Aufgaben, die sozusagen als Nachbarn
neben einer Aufgabe liegen, d. h., ein Aufgabenelement ist um eins erhdht oder ver-
mindert.

3 + 4 hat die Nachbaraufgaben 2 + 4,4 + 4,3+ 3und 3 + 5.
8 — 5 hat die Nachbaraufgaben 9-5,7 -5, 8 -4 und 8 - 6.

Den Teilnehmern und Teilnehmerinnen muss dabei explizit bewusst gemacht werden,
dass diese Aufgaben sehr leicht abgeleitet werden kdnnen, wenn man das Resultat
von 3 + 4 bzw. von 8 — 5 bereits kennt. Auf der Verstandnisebene gehort dazu ein
umfassendes Verstandnis der Beziehung eins mehr und eins weniger.®

Die Fastverdopplungen sind spezielle Nachbaraufgaben, ebenso die Aufgaben mit
Addition bzw. Subtraktion von 1.

Bezug zu 5/10

Die Aufgaben mit Bezug zu 5 oder 10 sind einfach erlernbar, weil die Fingerstrukturen
uns hier eine unmittelbare Hilfe zum Verinnerlichen der Zahlzusammenhange geben.
Allerdings mUssen auch diese Beziehungen den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
bewusst gemacht werden, damit sie sie im Weiteren nutzen kénnen.

Umkehraufgabe

Es ist zentral, dass auf Stufe 1 der Zusammenhang von Addition und Subtraktion
sowohl auf der Ebene der Mengenhandlung als auch auf der Zahlebene immer
wieder thematisiert wird. Auf der Mengenebene muss also das Vereinen von Mengen
in seinem Zusammenhang mit dem Abtrennen von Teilmengen diskutiert werden;
auf der Zahlebene spiegelt sich das in der Erkenntnis wider, dass Minusrechnen und
Plusrechnen sich gegenseitig rickgangig machen.

Die Umkehraufgaben helfen den Teilnehmern und Teilnehmerinnen einerseits im
Sinne einer Rechenstrategie: Ich kann mir schnell Gberlegen, dass 9 - 6 = 3 ist, weil
ich weil3, dass 3 + 6 = 9 ist. Fast noch wichtiger sind die Umkehraufgaben fUr eine
Erleichterung des Auswendigwissens von Aufgaben: Ich kann mit der Zahlzerlegung
7, zerlegt in 5 und 2, eine Aufgabenfamilie bilden, die als Wissensnetz leichter ab-
speicherbar ist als vier einzelne Aufgaben: Zu 7/5/2 gehdren die Aufgaben 5 + 2 = 7,
2+5=7,7-5=2und7-2=5.

Analogiebildung

Ich wei3, dass 7 — 4 = 3 ist, also weif3 ich auch, dass 17 -4 =13 und 27 -4 = 23
ist. Diese Zusammenhange sind EbSR oft nur als technische Anweisung gelehrt wor-
den, z.B.: ,Du rechnest nur 9 — 6 und schreibst die 1 davor.“ Dieser ,Rechentrick®
scheitert allerdings bereits bei 17 — 8. Man kann sich das mathematische Weltbild
mancher Betroffenen als fragmentarische Ansammlung solcher nur lokal sinnvollen
Rechentricks vorstellen. Diese gilt es daher zu vermeiden.

6) \Vgl. ausfihrlich Kapitel 1.3: ,Grundsétze der Ablésung vom zdhlenden Rechnen: Der relationale
Zahlaspekt”,
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Analogiebildungen sind unabdingbar, um spater in hdheren Zahlrdumen rechnen zu
koénnen (Stufe 2). Die Teilnehmer/-innen missen aber verstehen, warum diese Ana-
logien gelten. Dazu mussen sie verstehen, dass sich zweistellige Zahlen aus Zehnern
und Einern zusammensetzen und auf welche Weise Analogien diese Zusammenset-
zung nutzen.

Nutzen der Seriationslogik

Zahlen sind nach dem Prinzip ,Man beginnt bei 1 und dann wird es immer einer
mehr” seriiert. Diese Seriationslogik wird im Kurs expliziert und kann Rechenverein-
fachungen bieten. Die Aufgabe 8 — 7 sollte nicht gerechnet werden, indem man 7
von 8 abzieht bzw. herunterzahlt. Bei der Aufgabe 8 — 7 ist nichts zu rechnen, weil
7 vor 8 steht und somit der Vorgénger von 8 ist, 8 ist der Nachfolger von 7. Beide
unterscheiden sich um eins, 8 ist einer mehr als 7, 7 ist einer weniger als 8. Also ist
8 — 7 = 1. Ahnlich verhalt es sich bei 21 — 19. Diese Betrachtungen mdgen trivial
erscheinen, sie sind aber fur ELSR nicht trivial, vielmehr fehlen ihnen genau solche
Einordnungen. Sie sind oftmals darauf trainiert worden, dass im Mathematikunterricht
alles ,ausgerechnet” werden soll, sodass sie ihren — eventuell durchaus erkannten —
Rechenerleichterungen nicht mehr vertrauen.

Ergénzen statt Abziehen

Beim Subtrahieren stellt es manchmal eine Rechenerleichterung dar, wenn man
erganzt statt abzuziehen: Bei 23 — 19 ist es recht aufwendig, die 19 von den 23 ab-
zuziehen. Wenn man erkennt, dass die Zahlen relativ dicht beieinander liegen, dann
kann man von der 19 zur 23 auffillen bzw. ergéanzen.

Gegensinniges/gleichsinniges Verdndern

Dies sind sicherlich die am schwierigsten zu fuhlenden Rechenstrategien. Sie werden
hier benannt flr den Fall, dass Teilnehmer/-innen sie im Rahmen von Rechenkonfe-
renzen (jeder erzahlt, auf welche Weise er selbst eine bestimmte Aufgabe [8st, die
Rechenwege werden dann miteinander in Beziehung gesetzt) vorbringen.

5 + 7: Ich erkenne, dass ich 5 um eins erhéhen und gleichzeitig 7 um eins verringern
kann, ohne dass sich die Summe andert. Dann habe ich 6 + 6, und das weif3 ich
schon. Also ist 5 + 7 = 12. Man nennt dies ,gegensinniges Verandern®, weil der eine
Summand erhoht, der zweite vermindert wird.

9 - 7: Ich kenne die Minusaufgaben mit 10. Wenn ich in meiner Ausgangsmenge ei-
nen mehr habe und die Differenz gleich bleiben soll, dann muss ich auch einen mehr
abziehen. Also muss ich 10 — 8 rechnen, das ist 2. Man nennt dies ,gleichsinniges
Verandern®, weil sowohl Minuend als auch Subtrahend erhéht werden.

Zahlzerlegungen und schrittweises Rechnen

(Teilschrittverfahren, Stopp bei Zehn)

Die Strategie des schrittweisen Rechnens (andere Benennungen: Teilschrittverfah-
ren, Rechnen Uber die Zehn, Rechnen mit Zehnerlbergang, Stopp bei 10) wird im
Zahlenraum Uber 20 unabdingbar sein, weil viele Aufgaben dort nur noch mit dieser
Strategie I6sbar sind. Diese Strategie ist die einzige Kopfrechenstrategie, mit der ich
alle Plus- und Minusaufgaben 16sen kann. Deshalb ist das Beherrschen des schritt-
weisen Rechnens fur alle Kursteiinehmer/-innen ein zentrales Ziel des Kurses.
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Unabdingbare Voraussetzung flir das Beherrschen dieser Strategie ist das auswendi-
ge Beherrschen der Zahlzerlegungen bis 10. Dabei ist es erfahrungsgeman so, dass
die Zerlegungen von 1 bis 6 und die Zerlegung der 10 deutlich leichter auswendig
gelernt werden als die Zerlegungen der 7, der 8 und der 9. Es erscheint sinnvoll,

sich zun&chst auf die einfachen Zahlzerlegungen zu beschranken und erfahrbar zu
machen, welch groBe Zahl an Aufgaben man mit ihnen nichtzahlend rechnen kann.

Es ist motivierend, wenn Sie den Teilnehmern und Teilnehmerinnen klar machen, wie
viele Aufgaben sie schon ableiten kdnnen, wenn sie die Zahlzerlegungen beherr-
schen: Mit den drei Zahlzerlegungen der 4 (O + 4, 1 + 3, 2 +2) kennt man schon 10
Aufgaben:

O0+4=4,4+0=4,4-4=0,4-0=4, 1+3=4, 3+1=4, 4-1=3,
4-3=1,2+2=4,4-2=2.

Diese Zusammenhange muss man allerdings auch auf der Mengenebene immer
wieder herausarbeiten, denn sie erschlieBen sich nicht von allein.

Das Auswendigkennen der Zahlzerlegungen ist zwar eine notwendige Bedingung fur
das schrittweise Rechnen, aber es gibt Teilnehmer/-innen, die die Zahlzerlegungen
im Verlauf des Lernprozesses irgendwann beherrschen, sie aber nicht zum schritt-
weisen Rechnen verwenden. Es gibt also keinen Automatismus von den Zahlzerle-
gungen zum schrittweisen Rechnen. Vielmehr missen die Teilinehmer/-innen erleben,
dass sie mit dem neuen Verfahren Aufgaben 16sen kdnnen, die sie mit ihren alten
Strategien nicht oder nur sehr miihsam I6sen k&nnen. Das schrittweise Rechnen ist
zwar die universelle Kopfrechenstrategie, aber sie durfte fur Erwachsene mit beson-
deren Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) auch die widerstandigste sein.

Flexible Rechner, Mathekonferenzen

Die Versammlung der Rechenstrategien folgt dem Bild der ,flexiblen Rechnerin®: Sie
erfasst die gegebenen Zahlen ungeféhr in ihren GréBenordnungen oder in ihren Po-
sitionen auf der Zahlwortreihe und entscheidet sich in Abhangigkeit vom gegebenen
Zahlenmaterial fUr die jeweils effektivste Rechenstrategie:

Wenn 6 + 7 zu rechnen ist, so ist eine Fastverdopplung einfacher als etwa das
schrittweise Rechnen: Ich weil3, dass 6 + 6 = 12 ist, also muss 6 + 7 = 13 sein.

13 — 12 muss nicht gerechnet werden, wenn man die Seriationslogik nutzt: Die Zah-
len stehen nebeneinander in der Zahlwortreihe bzw. die 13 ist Nachfolgerin der 12,
also betragt der Unterschied 1.

Naturlich werden sich nicht alle Teilnehmer/-innen am Ende des Kurses vertraut in
allen Strategien bewegen, aber mdglichst alle Strategien, zumindest aber alle von
den Teilnehmern und Teilnehmerinnen verwendeten Strategien missen permanent im
Kurs prasent sein. Es kommt darauf an, dass jeder einzelne Teilnehmer erlebt, dass
seine eigenen nichtzéhlenden Rechenstrategien bedeutsam und anerkannt sind,
dass er aber gleichzeitig sein Repertoire an nichtzahlenden Strategien erweitert. Der
Erfahrungshintergrund der Teilnehmer/-innen ist dabei, dass in ihrem Grundschul-
unterricht oft nur das Teilschrittverfahren, eventuell noch das Verdoppeln/Halbieren,
prasent waren. An dieser Fokussierung auf das Teilschrittverfahren sind die Kursteil-
nehmer/-innen gescheitert, sonst wéren sie nicht im Kurs auf Stufe 1. Man kann es
(ftr die Grundschule) vereinfacht so sagen: Wer so weit ist, dass er das Teilschrittver-
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fahren verstehen kann, der entdeckt es selbst. Wer nicht so weit ist, es zu verstehen,
der versteht es auch mit Instruktion und Ubung nicht. Als Kursleiter/-in miissen Sie
darauf achten, dass dieses Misserfolgserlebnis sich nicht lediglich reproduziert.

Die verschiedenen nichtzahlenden Rechenstrategien werden im Kurs prasent, wenn
verschiedene Personen (Teilnehmer/-innen und Kursleiter/-innen) berichten, auf
welche Weise sie selbst die Aufgabe 16sen. In der Mathematikdidaktik nutzt man
daflir den Begriff ,Mathekonferenzen®: Jeder erzahlt, auf welche Weise er selbst eine
bestimmte Aufgabe 16st. Auch kleine Unterschiede k&nnen dabei bedeutsam sein.
Die Rechenwege mussen miteinander in Beziehung gesetzt werden, sodass die Teil-
nehmer/-innen verstehen, was ein Verfahren flr eine bestimmte Aufgabe effektiv oder
weniger effektiv macht.

1.2.4 Bedeutung der Symbolisierung

Die Symbolisierung der Zahlen (Zahlzeichen 1, 2, 3 usw., Wirfelaugenmuster, spater
auch Ideen zum Umgehen mit Zahlen, z.B. +, —, >, o usw.) ist eine hohe Abstrak-
tionsleistung. Aber erst sie ermoglicht ein allgemeines mathematisches Verstandnis.
Die Symbolisierung ist ein wichtiges Element der Kommunikation, durch Symbole
koénnen Informationen Ubermittelt werden — und dies auf wunderbar effektive Weise:
Stellen Sie sich vor, welchen Aufwand man treiben misste, um seinem Gegentber
klar zu machen, dass man von einer Flinfheit von Gegenstanden spricht. Dieses
Komplizierte gerinnt einfach im Zeichen 5 oder im Zeigen der flnf Finger. Im Symbol
oo gerinnt geradezu ein Kosmos von kindlichen und erwachsenen Gedanken zum
Unendlichen. Ebenso wunderbar wie die Symbolisierung des Anzahlhaften durch
Zahlen ist nattrlich die Idee, einfach Buchstaben, etwa ein ,A“ oder ein ,N*, hin-
zumalen: Plotzlich kann man etwas in den Sand oder auf Papier malen, was doch
eigentlich nur gesprochen existiert.

FUr Erwachsene mit besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) ist es meist zu
spéat, sie selbst das Bedurfnis nach mathematischen Symbolen erleben zu lassen.
Wenn man zum Beispiel Kinder in der ersten Klasse ein paar Wochen lang additi-

ve und subtraktive Situationen diskutieren und rechnen lasst, ohne dass dabei die
Symbole + und — prasent sind, dann haben die Kinder von sich aus irgendwann ein
Bedurfnis einer verkUrzten Notation. Die Symbole + und — kommen dann als Erleich-
terungen ins Spiel, so wie es ja historisch auch der Fall war.

EbSR leiden unter einer Art Symbol-Uberfiitterung: Sie wurden Uber ihren gesamten
Mathematikunterricht mit Symbolen Uberschittet, deren Bedeutung sie nicht oder
nicht genau kannten. Die Grundhaltung des Kurses zum Thema ,,Rechnen” gegen-
Uber Symbolen ist deshalb eine Fragehaltung: Was erzahlt dieses Symbol? Warum
wurde es erdacht, welchen Gedanken oder welche Frage sollte es transportieren?
Diese Fragen mussen auch dann in den Raum gestellt werden, wenn der Kursleiter/
die Kursleiterin sie nicht beantworten kann oder nur eigene Hypothesen hat, denn
die Teilnehmer/-innen missen in den Grundsatz eingearbeitet werden, dass man
Symbole auf ihre Bedeutung hin befragen muss und dass es nicht auBergewohnlich
ist, dass auch Fachmenschen manchmal Schwierigkeiten in der Beantwortung solch
einfacher Fragen haben.

24

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

Darstellungsformen fiir Zahlen
Die Abbildung zeigt verschiedene Darstellungsformen flr Zahlen: Ziffern, Warfelbilder,
andere Punktbilder, Striche etc.

Die Teilnehmer/-innen sollen sich nicht nur vor Augen fuhren, welche verschiedenen
Darstellungsformen fir Zahlen ihnen in der Welt begegnen. Sie sollen die inharenten
Logiken der jeweiligen Zahldarstellungen analysieren und weiterflihren. So ist beim
Punktmuster in der dritten Zeile die FortfUhrung recht deutlich vorgegeben. Bei den
W(rfelmustern gibt es hingegen viele verschiedene Mdglichkeiten, die Folge der
Muster weiterzufiihren, weil die Wirfelmuster mehreren Symmetrien folgen, die keine
Hierarchie zu haben scheinen.

Herauszuarbeiten ist eine Besonderheit unserer Zahlzeichen: Im Gegensatz zu den
anderen in der Abbildung versammelten Zahldarstellungen ist in unseren Zahlzeichen
die Kardinalitat der bezeichneten Menge vollig verschwunden. Das Symbol fir die
eins besteht nicht etwa aus einem Strich, sondern aus zwei Strichen. Das Symbol
fUr die vier besteht nicht aus vier Strichen, sondern aus drei Strichen. Das Symbol fir
die sechs wird in einem einzigen Zug geschrieben, es besteht nicht etwa aus sechs
Teilen. Diese besondere Eigenschaft unserer Zahlsymbole sorgt dafur, dass wir An-
zahlen sehr effektiv hinschreiben kénnen: Das Symbol fir neun nimmt ebenso wenig
Platz ein wie das Symbol flr zwei, wohingegen neun Punkte mehr Platz bendtigen
als zwei Punkte. Diese besondere Eigenschaft unserer Zahlsymbole kénnte aber
auch etwas gewesen sein, das den Kursteilnehmern und Kursteilnehmerinnen den
Zugang zu Zahlen versperrt hat, weil es sie irritiert hat, dass das Bezeichnete — die
Anzahlen — so gar nichts mehr mit dem Zeichen — den Zahlsymbolen — zu tun hat
und dass dieser Umstand von den Erwachsenen niemals thematisiert wurde.
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Eine spezielle Art der Symbolisierung von Zusammenhangsdenken sind Gleich-
ungen. Im Jenaer Rechentest (JRT) 1 muss zu den folgenden Gleichungen formuliert
werden, welche Fragen zu den Gleichungen passen, und die Licken mussen geflillt
werden:

Hier muss zunéchst ein Missverstandnis Uberwunden werden: Das Gleichheitszei-
chen wird oftmals als Anweisung, dahinter das Ergebnis zu schreiben, missverstan-
den. Es ist aber ein Symbol daftr, dass auf der linken und auf der rechten Seite des
Zeichens die gleiche Anzahl versammelt ist. In diesem Sinne fordert dieser Typus
Aufgaben das Verstandnis einer Teil-Teil-Ganzes-Beziehung heraus. Man muss ver-
stehen, welche Mengen- und Zahlzusammenhéange hier beschrieben sind.
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1.2.5 Was ist Addieren? Was ist Subtrahieren? Wie hangen sie zusammen?

Wer nicht rechnen kann, hat oftmals auch nicht verstanden, was ,Plusrechnen® oder
,Minusrechnen® eigentlich bedeutet. Im JRT wird das Operationsverstéandnis der
Addition mit folgender Frage Uberprift: ,Stell dir vor, du bist der Lehrer und erklarst,
was mit 2 + 4 = 6 gemeint ist. Erklare das mithilfe der Wrfel.“ Vor dem Probanden
liegen dabei Wurfel, mit denen er arbeiten soll. Falls keine Mengenhandlung mit den
Wirfeln erfolgt, wird weitergefragt: ,Kannst du eine Rechengeschichte erzéhlen, die
zur Aufgabe 2 + 4 = 6 passt?”

Die gleichlautende Subtraktionsfrage arbeitet mit der Aufgabe 6 — 4 = 2.

Man kann den Begriff des Operationsverstandnisses vielleicht so fassen: Es gilt
zu verstehen, welche Fragen die Rechenoperation an Zahlen stellt und auf welche
Weise sie sie beantwortet.”

Eine etwas andere Dimension von Operationsverstandnis erschlie3t der folgende
Begriff:

»Unter welchen Umstanden wollen wir sagen: Das Kind hat die Operationen des
Addierens/Subtrahierens ,verstanden’?

Operationsverstédndnis beim Addieren/Subtrahieren besteht nach unserer Auffassung
in der Fahigkeit, Verbindungen herstellen zu kbnnen zwischen

¢ (meist verbal beschriebenen) konkreten Sachsituationen,
e modell- oder bildhaften Vorstellungen von Quantitaten,

e symbolischen Schreibweisen (meist in Form von Gleichungen) fur die zugrunde
liegenden Qualitaten und Rechenoperationen.” (Gerster und Schultz 2000, S. 357)

In der mathematikdidaktischen Debatte wird die hier beschriebene Fahigkeit als
sIntermodalitat* bezeichnet. Dieser Begriff kann einfacher in konkrete Anforderungen
Ubersetzt werden: Man kann konkret untersuchen, ob ein Mensch in der Lage ist,
zwischen diesen verschiedenen ,Modalitdten“ oder Arten, eine Operation zu deu-
ten, hin und her Ubersetzen kann. Man sieht aber ebenso, dass dieses Ubersetzen
zwischen Modalitdten nur indirekt zeigt, ob jemand wirklich verstanden hat, welche
Fragen eine Operation stellt und auf welche Weise sie sie beantwortet.

Aus Defiziten im Operationsverstandnis resultieren nicht nur die bekannten Probleme
von Schulern und Schlerinnen mit Sachaufgaben, sondern mit solch defizitaren
Operationsvorstellungen versteht man die halbschriftlichen und schriftlichen Rechen-
verfahren nicht, man lernt nicht richtig, was Multiplizieren und Dividieren ist, und man
bekommt Schwierigkeiten, die Addition und Subtraktion von Brlichen sowie von
Variablen und Termen zu beherrschen.

7) Préziser formuliert: Welche Fragen in welchen Situationen stellt die Operation an Mengen und
Zahlen und welche Weisen der Beantwortung gelten in der Mathematikergemeinschaft als gtiltig?
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FUr zahlende Rechner hei3t Addieren, die Zahlwortreihe hochzulaufen. Subtrahieren
heiBt, die Zahlwortreihe runterzulaufen. Dieses Hoch- und Runterlaufen begegnet
uns in vielerlei Varianten (vergleiche Abschnitt 1.2.1 Zahlende Rechenstrategien),
zum Teil mithilfe von vorgestellten Mengenelementen, zum Teil mit einer vorgestellten
Zahlwortreihe, zum Teil durch ,freies Laufen auf der Zahlwortreine® ohne eine damit
verbundene konkrete Vorstellung.

Beim Zahlen sind das Addieren und Subtrahieren also auf die Position der Zahlen auf
der Zahlwortreihe bezogen. Beim Rechnen hingegen werden Fragen Uber Anzahlen
gestellt und beantwortet. 3 + 5 heiBt: Zwei Mengen, eine Menge mit drei Elementen
und eine Menge mit funf Elementen, sollen zusammengeflgt werden. Man kann
dazu beide Mengen konkret physisch zusammenfigen. Es kann aber auch die eine
Menge zur anderen dazugelegt oder dazugedacht werden. Die Frage ist nun: Wie
viele Elemente hat die so entstandene Gesamtmenge?

Wer das nicht weif3, der findet in der oben beschriebenen JRT-Aufgabe mit 2 + 4 = 6
keine Rechengeschichte, in der irgendwelche zwei Dinge mit irgendwelchen vier
Dingen zu sechs Dingen zusammenkommen. Die ,Erklarung“ der Aufgabe mit Wr-
feln erfolgt dann gelegentlich so, dass die Aufgabe in ihrer Symbolform einfach mit
Wirfeln nachgelegt wird:

8 — 5 heif3t: Von einer Menge mit 8 Elementen soll eine Teilmenge mit finf Elementen
weggenommen werden. Die Frage lautet: Wie viele der acht Elemente sind liegen-
geblieben? Aus einer Menge wird also eine Teilmenge herausgeldst oder extrahiert.

8 — 5 kann aber auch hei3en: Bei einer Menge mit acht Elementen und einer Menge
mit funf Elementen lautet die Frage: Wie viel mehr Elemente als in der 5-elementigen
Menge sind in der 8-elementigen Menge enthalten? Auf der Zahlenebene: Wie viel
mehr als 5 ist 87

In der symbolischen Darstellung der Subtraktion 8 — 5 als Abziehen oder als Her-
auslosen einer Teilmenge taucht das Problem auf, dass die Ausgangsmenge (8) und
die abzuziehende oder herauszulbsende Menge (5) beide notiert werden. Wenn man
das aber mengenmaBig macht, dann ist nach dem Herausldsen der Flnfermenge
die Ausgangsmenge nicht mehr da. Es liegen nach Vollziehen der Operation eine
Flnfermenge und eine Dreiermenge da. Man sieht von der Aufgabe 8 — 5 = 3 die
letzten beiden Elemente. Bei der Addition 3 + 5 = 8 hingegen sieht man am Ende
des Prozesses direkt die Achtermenge, also das Resultat. Diese Unterschiedlichkeit
hat vielen Erwachsenen mit bSR den Zusammenhang zwischen Mengenhandiung
und symbolischer Darstellung vernebelt und muss deshalb explizit diskutiert werden.
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Addition und Subtraktion sind direkt miteinander verbunden. Das Zusammenflgen
zweier Mengen kann durch das Herausldsen einer Teilmenge aus der so entstande-
nen Teilmenge rlckgangig gemacht werden. Ebenso kann das Herausldsen einer
Teilmenge aus einer Menge riickgangig gemacht werden durch das Wiederzusam-
menflhren der herausgeldsten Teilmenge mit der Restmenge. Die Subtraktion kann
also die Addition rickgangig machen oder umkehren, und die Addition kann die
Subtraktion rickgéngig machen oder umkehren.

Auf der Zahlenebene heif3t das:
Die Addition a + b = ¢ hat die Umkehrungenc-b=aundc-a=b.
Die Subtraktion d — e = f hat die Umkehrung f + € = d.

Das bringt nun ein erhebliches Potenzial fur Rechenerleichterungen mit sich: Wer
weil3, dass 3 + 6 = 9 ist, der muss 9 — 3 und 9 — 6 nicht rechnen, wenn er den Zu-
sammenhang von Addition und Subtraktion kennt. Auch flr das Auswendigwissen
des kleinen ,Eins-plus-Eins® und des kleinen ,Eins-Minus-Eins* bringt diese Erkennt-
nis erhebliche Vereinfachungen: Wenn ich die Zahlzerlegung von 6 in 2 und 4 kenne,
dann kenne ich bereits vier Aufgaben, die man auch als Aufgabenfamilie bezeichnen
kann, ndmlich 2+4 =6, 4+2=6, 6-4=2 und 6-2=4.

1.2.6 Wie viel? Der kardinale Zahlaspekt

Wir schauen beim Abz&hlen mit einem bestimmten Fokus auf die Welt. Dabei

ist nicht nach einer Eigenschaft wie Temperatur, L&nge, Tonhéhe, Geschmack,
Schmerzhaftigkeit gefragt, sondern eine andere spezifische Eigenschaft wird in den
Blick genommen: die ,Anzahlhaftigkeit, auch ,Kardinalitat” (oder ,M&achtigkeit einer
Menge“) genannt. Diese Eigenschaft erschlie3t sich nur, wenn man sehr oft erlebt
hat, wie man sie bestimmt. Man muss also viele Dinge abgezahlt haben.

Man kann sich z.B. einen Haufen Haselnusse vorstellen. Ein Kind will wissen, wie
viele NUsse es sind, es will sie abzahlen.

* Eine Maglichkeit, den Uberblick zu behalten, besteht darin, dass man jede gezahlte
Nuss zur Seite schiebt. Der Haufen der gezahlten Nusse wird immer gréBer, der
Haufen der nicht gezahlten Nusse wird immer kleiner. Irgendwann sind alle Nisse
gezahlt.

e \Wenn man etwas besser zahlen kann, dann tippt man die NUsse nur noch an,
schiebt sie aber nicht mehr einzeln zur Seite.

¢ Noch schwieriger ist es, die NUsse nur noch mit den Augen abzuz&hlen, sie also
dabei gar nicht mehr anzufassen oder auf sie zu zeigen.

Dabei scheint es wichtig zu sein, Kinder diese Schwierigkeitsstufen eigenstandig
durchlaufen zu lassen. Wenn Sie Teilnehmer/-innen haben, die auch kleinere Mengen
nicht mit den Augen abzahlen kénnen, dann kann es sein, dass sie — aus welchen
Grdnden auch immer — zu frih auf die Abz&hlhilfen des Beiseiteschiebens oder des
Antippens verzichtet haben. Man muss dann noch mal einen Schritt zurtickgehen,
also diese Abzahlhilfen so lange nutzen, bis man sie nicht mehr bendtigt. Beim
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Abzahlen gréBerer Mengen greifen auch Erwachsene sinnvollerweise auf diese Hilfen
zurlck. Wer das nicht tut, der wird Schwierigkeiten haben, zu richtigen Abzahlresul-
taten zu kommen.

Ein Kind, das die Zahlwortreihe als Gedicht aufsagt, ohne dieses Gedicht mit vie-
len Abzé&hlerfahrungen verbinden zu kdnnen, muss sogar eine noch schwierigere
Aufgabe als ,nur mit den Augen z&hlen® erledigen: Es hat ja nicht mal mehr NUs-

se als Merkhilfen, es muss die Reihenfolge der Zahlworter gewissermafBen in den
leeren Raum hinein erlernen. Es kann also sein, dass einige Teilnehmer/-innen das
Z&hlen (also das Aufsagen der Zahlwortreihe) deshalb schwer erlernt haben, weil

sie zu wenig Abzahlanlésse hatten. Deshalb ist es auch problematisch, wenn Eltern
oder GroBeltern die Kinder auf das Z&hlen fokussieren, statt sie vielfaltig abzéhlen zu
lassen.

Das reine Aufsagenlassen der Zahlwortreihe wie ein Gedicht ist aber nicht vorrangig
deshalb problematisch, weil den Kindern das Erlernen der Zahlwortreihe damit unsin-
nig erschwert wird. Schwerer wiegt es, wenn Kinder mit wenigen Abzahlerfahrungen
nicht verstehen, wozu Zahlen da sind. Sie denken moglicherweise, dass Zahlen nur
zum Zahlen oder zum Rechnen gebraucht werden. Diese absurde Vorstellung wird
vom Mathematikunterricht immerfort bestatigt, wenn dort nur Wert auf das Produzie-
ren korrekter Resultate gelegt wird.

Zahlen sind aber zunéchst gar nicht zum Rechnen da. Zahlen sind zun&chst dazu

da, Anzahlen zu beschreiben. Sie haben also den Zweck, uns Auskunft Uber eine
bestimmte Eigenschaft von Teilen der Welt zu geben. So wie die Worter rot, gelb,
grin usw. uns Auskunft Uber eine andere Eigenschaft von bestimmten Teilen der Welt
geben (,Diese Hose ist blau.”), so geben die Zahlwérter ebenfalls Auskunft Uber Teile
der Welt, allerdings bezliglich der Eigenschaft ,,Anzahlhaftigkeit”. Um diese Perspek-
tive zu betonen, kann man es etwas verfremdend formulieren: ,Der hier versammelte
Teil von Welt (die Nusse, die da liegen) verflgt bezUlglich der Anzahlhaftigkeit Gber die
Eigenschaft 8.“ Diese Eigenschaft, Anzahlhaftigkeit, scheint unabhéngig davon zu
sein, ob die Kollektionen aus Dingen gleicher Art oder verschiedener Art bestehen.
Den Anzahlen kann man Zahlen zuordnen und diesen Zahlen kann man verschiedene
Symbole zuordnen: drei, 3, ||| usw. Im Grunde passiert hier nichts weiter, als dass wir
Mengen oder Kollektionen von Gegenstéanden betrachten, dabei auf eine bestimmte
Eigenschaft fokussieren, namlich die Anzahlhaftigkeit oder Kardinalitét, und dass wir
den Mengen dann eine Zahl als eine Art Label anhangen. Dieses Label kennzeichnet
dann, welche konkrete Eigenschaft die Menge bezlglich der Anzahlhaftigkeit hat, ob
die Menge also bezUglich der Eigenschaft ,Anzahl“ konkret die Eigenschaft 2 oder 3
oder 5 oder 9 hat.

Wer beim zahlenden Rechnen hangenbleibt, weiB oftmals einfach nicht, wozu Zahlen
da sind, weil er es nicht erfahren hat. Er denkt, Zahlen seien zum Rechnen da. Wenn
Zahlen nur ,die Zahlwortreihe* sind, dann wird Rechnen zum Entlanglaufen auf der
Zahlwortreihe. Addieren heif3t dann Vorwartslaufen, Subtrahieren hei3t Ruckwarts-
laufen.

Zur Ablésung vom zahlenden Rechnen gehért also die Anbindung der Zahlwortreihe
an die Erkenntnis, dass Zahlen Anzahlen beschreiben. Kontrastierend dazu muss
man mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen diskutieren, in welchen nichtkardina-
len Zusammenhangen ihnen Zahlen begegnen:
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Zahlen begegnen ihnen als Ordnungszahlen: Der erste, der zweite, der dritte usw.
Hier muss zum einen der Unterschied zwischen ,drei“ und ,dem dritten® klar werden.
Manch einer der Teilnehmer/-innen wusste oder weil3 nicht, dass der dritte Finger (oft
der Mittelfinger) gar nicht ,die Drei“ ist. Wer den Zeigefinger fur ,die Zwei” halt und
den Ringfinger fur ,die Vier", fir den ergibt ,Zwei plus Vier" entweder keinen Sinn
oder er denkt, dass ,Zwei plus Vier” gleich zwei ist, weil er schlieBlich zwei Finger
hochhélt. Wichtig ist auch zu wissen, dass die Ordnungszahl selbst nur eine Kardina-
litat von eins hat. Der Jenaer Rechentest (JRT) 1 formuliert dazu folgende Frage: ,An
einer StraBe stehen zehn Baume. Der zweite und der siebente Baum werden abge-
sagt. Wie viele Baume bleiben noch stehen?” Es geht hier darum zu verstehen, dass
der zweite Baum nur ein Baum und dass der siebente Baum nur ein Baum ist.

Zahlen begegnen den Teilnehmern und Teilnehmerinnen als Kodierungszahlen: Der
Bus mit der Nummer 68 hat weder 68 Platze noch 68 Stationen, noch wurde die
Linie im Jahr 1968 eingerichtet. Die Nummer 68 hat keinerlei Bedeutung — es gibt
hier natdrlich Ausnahmen. Man kann aber die Busnummer 68 nicht sinnhaft mit der
Busnummer 72 verrechnen. Das Gleiche gilt fir Telefonnummern: Keineswegs kann
ich meine Telefonnummer mit der meiner Frau addieren und erhalte die Nummer
unseres Kindes. In unserer Umwelt werden Zahlen haufig in solchen Kodierungsfunk-
tionen verwendet, innerhalb derer keine sinnvolle rechnerische Verarbeitung moglich
ist. Es ist fir ELSR keine triviale Frage, welche der sie umgebenden Zahlen sinnvoll
mit Kardinalitaten, mit Ordnungen oder mit MaBeinheiten behaftet sind und welche
im Sinne des Kodierungsaspektes keine solche sinnvolle Fullung haben.

1.3 Grundsitze der Ablésung vom zahlenden Rechnen:
Der relationale Zahlaspekt

In der Mathematikdidaktik gibt es eine langandauernde Diskussion dartber, was
schlussendlich die Hauptschwierigkeit bei der Ablésung vom Z&hlen hin zu Rechen-
strategien ist, was also das Scheitern ,mathematischer Analphabeten” einst ver-
ursacht hat und was dieses Scheitern Gberwinden kann.

Es gibt Ansétze, die darauf zielen, dass Kinder die sogenannte simultane und
quasisimultane Mengenerfassung beherrschen. Simultane Mengenerfassung meint
dabei, dass man Mengen mit bis zu vier Elementen auf einen Blick erfassen und ihre
Méachtigkeit benennen kénnen muss. Der Schwerpunkt liegt bei ,,auf einen Blick”!
Die Elemente der Menge sollen also nicht ausgezahlt werden, sondern simultan,
d.h. zeitgleich, erfasst werden. Das geht bei Mengen mit bis zu vier Elementen. Ab
funf Elementen ist eine zeitgleiche Erfassung nur moglich, wenn man eine Struktu-
rierungshilfe hat, z. B. die FUnfereinteilung bei den nachfolgend abgebildeten Grund-
schulmaterialen. Von oben nach unten handelt es sich um den Rechenrahmen, die
rotblauen Wirfel und Finferstangen und das Zwanzigerfeld. Die beiden unteren
Materialien haben keinen speziellen Namen (das untere kdnnte man ,Zehnerstreifen
nennen), folgen aber der Flnfereinteilung ebenfalls. Auch die Hande sind in diesem
Sinne als Material mit Flnferstruktur nutzbar. Man spricht von ,quasisimultaner Men-
generfassung”, weil die Mengenerfassung jenseits der vier nicht mehr ,echt simul-
tan®, sondern nur noch ,quasisimultan® ist.
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Kinder sollen Mengen simultan und quasisimultan erfassen kénnen, damit sie Men-
gen schnell Uberblicken konnen. Das ermdglicht ihnen, beim Ldsen von Aufgaben mit
dem Material schnell einen Zusammenhang zwischen der Aufgabe und dem Ergeb-
nis herzustellen. Nur dann besteht die Mdglichkeit, Aufgabe und Ergebnis gemein-
sam im Langzeitgedachtnis abzuspeichern.

Die Frage ist nun, ob es ausreicht, Mengen (quasi)simultan erfassen zu kénnen.
Offenbar ist das nicht der Fall, denn es gibt Kinder, die dies zwar beherrschen, die
aber trotzdem beim zahlenden Rechnen verbleiben.

Deshalb entwickelte sich die Auffassung, dass die Schuler/-innen diese quasisimul-
tanen Mengenwahrnehmungen zusatzlich mental reprasentieren kdnnen sollen, d. h.,
sie sollen sich die Mengen und die Mengenhandlungen auch noch vorstellen kénnen.
Die Annahme dabei ist, dass solche Vorstellungshandlungen dazu flhren, dass die
Kinder diese geistigen Handlungen Schritt fur Schritt automatisieren und irgendwann
dann ohne konkrete Mengenvorstellung vollziehen kénnen. Hergestellt werden solche
Ablésungsprozesse z. B. dadurch, dass die Handlungen an dem strukturierten Mate-
rial zwar noch haptisch vollzogen werden, aber nicht mehr sichtbar sind, etwa indem
man einen Sichtschirm davorstellt oder die Augen verbindet oder ein Tuch Uber das
Material legt. Arbeitet man mit den Handen, so kann man sie auch einfach auBerhalb
des Blickfeldes halten. Wie der angenommene Ubergang zu einem abstrakten Zahl-
handeln konkret aussieht, wird in diesem Ansatz allerdings nicht beschrieben.

Es zeigt sich, dass auch dieser Ansatz nicht ausreicht. Es gibt Kinder, die sich Men-
gen vorstellen, sie (quasi)simultan reprasentieren, dann aber trotzdem Summanden
oder Subtrahenden sowie das Ergebnis auszahlen. Ein dritter Ansatz:

In diesem Ansatz wird angenommen, dass die Schiler/-innen vorrangig verstanden
haben mussen, dass Zahlen miteinander in Beziehung stehen. Dazu gehdrt das
Verstandnis von ,mehr als“ und ,weniger als“ sowohl auf der Zahlen- als auch auf der
Mengenebene. Fundament daflr ist das Verstandnis, dass Zahlen sich aus anderen
Zahlen zusammensetzen, die 5 z.B. aus 2 und 3 oder 4 und 1, aber auch aus 1 und
2 und 2. Zugespitzt kann man sagen: Die 5 setzt sich aus 5 Einsen zusammen, die
7 setzt sich aus 7 Einsen zusammen, und 5 ist 2 weniger als 7, weil 5 Einsen eben
2 Einsen weniger sind als 7 Einsen. Gleichzeitig ist damit 7 zwei mehr als 5. Man
spricht dabei vom ,relationalen Zahlbegriff* oder ,Beziehungszahlbegriff“. Diesem
Ansatz folgt z. B. Michael Gaidoschik (2007) in seinem Buch Rechenschwéche ver-
stehen, in dem er viele wertvolle Unterrichtsvorschlage fur die Abldsung vom zahlen-
den Rechnen versammelt.
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Es sei angemerkt, dass der Gedanke des relationalen Zahlbegriffs oder Beziehungs-
zahlbegriffs die obigen beiden Anséatze in einem neuen Licht erscheinen lasst: So-
wohl die quasisimultane Mengenerfassung als auch das gedankliche Vorstellen von
Mengen erscheinen nun als Hilfsmittel, um den Lernenden auf die Relationen zwi-
schen Zahlen zu fokussieren. Wer Mengen quasisimultan wahrnimmt, der nimmt sie
eben wahr als aus Teilmengen zusammengesetzt. Wer sich Mengenreprasentationen
anhand von strukturiertem Material vorstellt, der stellt sich zum Beispiel die 8 als aus
5 und 3 zusammengesetzt vor. Damit ist aber auch eine Erklarung dafir nahegelegt,
wann die beiden ersten Ansatze scheitern, namlich dann, wenn man Mengen zwar
quasisimultan wahrnimmt oder sich gar vorstellt, dabei aber die Zahlrelationen nicht
in den Blick nimmt und nicht zum Rechnen nutzt; wenn man also trotz quasisimulta-
ner Mengenwahrnehmung oder Mengenvorstellung weiter z&hlend rechnet. Umge-
kehrt ist damit nahegelegt, dass es Teilnehmer/-innen gibt, die keine quasisimultane
Mengenerfassung beherrschen und Mengen auch nicht gedanklich vorstellen und
trotzdem zum nichtz&hlenden Rechnen gelangen: Diese Teilnehmer/-innen nutzen
eben ihre Kenntnisse Uber Zahlrelationen zum Rechnen, um sich von ihren z&hlenden
Strategien zu l6sen.

Damit ist der weitere Weg zur Ablésung vom z&hlenden Rechnen vorgezeichnet. Es
geht darum, Zahlrelationen zu verstehen. Wir zeichnen den Weg hier kleinschrittig
auf, er fihrt Uber den Vergleich von Mengen in den Kategorien von gleich, mehr und
weniger Uber die Idee des ,eins mehr/eins weniger” und ,zwei mehr/zwei weniger”
zu ,x mehr/x weniger*“. Letzteres wird Uber die Bezlige zu FUnf und Zehn sowie Uber
Zahlzerlegungen erschlossen. Die Einbeziehung von Ubungen der Quasisimultaner-
fassung und der mentalen Reprasentation von Mengen wird dabei nicht im DVV-Rah-
mencurriculum Rechnen selbst vermerkt, sondern bleibt der Ausscharfung in Lehr-
materialien vorbehalten.

1.3.1 Mehr/weniger, um eins mehr/weniger, um zwei mehr/weniger

Konzipiert man die Ablésung vom z&hlenden Rechnen entlang des relationalen
Zahlbegriffs, dann flhrt der Weg zunachst von der Beziehung ,mehr/weniger/gleich
viel* zur Beziehung ,um x mehr/um x weniger/gleich viel“, und zwar sowohl auf der
Mengenebene als auch auf der Zahlenebene, die permanent miteinander in Bezie-
hung gesetzt werden mussen.

Zum Vergleich von zwei Mengen stehen uns zwei prinzipielle Wege offen:

a) Beim Vergleich durch Eins-zu-Eins-Zuordnung® wird jedem Element der einen
Menge genau ein Element der anderen Menge zugeordnet. Wenn das klappt,
dann ,sind beide Mengen gleich machtig“ oder ,repréasentieren die gleiche Anzahl*
oder ,es sind gleich viele“. Bleiben Elemente Ubrig, denen kein Vergleichselement
zugeordnet werden kann, dann ,sind die beiden Mengen nicht gleich méchtig“, sie
~reprasentieren nicht die gleiche Anzahl* oder ,.es sind bei der einen Menge mehr*
und ,es sind bei der anderen Menge weniger*.

b) Beim Vergleich durch Abzéhlen und Anzahlvergleich zahlt man die Elemente der
beiden Mengen aus und vergleicht die festgestellten Anzahlen.

8) Auch Stlck-far-Stlck-Zuordnung, 1-zu-1-Abbildung, 1-zu-1-Korrespondenz.
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Die Teilnehmer/-innen werden den zweiten Weg beherrschen, es geht deshalb dar-
um, sie mit dem ersten Weg bekannt zu machen. Zahlende Rechner/-innen missen
im Sinne des kardinalen Zahlbegriffs daran gewdhnt werden, die Zahlen — die sie
kennen, die sie aber im Rechnen nicht mit einer kardinalen Bedeutung verbinden —
mit den zugehdrigen Mengen zusammenzudenken. Zahlende Rechner/-innen den-
ken den Mengenvergleich ungefahr so: Die eine Menge hat sieben Elemente, die an-
dere Menge hat neun Elemente. 9 kommt (in der Zahlwortreihe) hinter 7, deshalb ist
die Neunermenge groBer als die Siebenermenge. Dieses Denken soll erganzt werden
durch ein direktes Mengendenken, das nicht den Weg Uber die Zahlwortreihe geht —
denn diese Fokussierung auf das Rechnen als Entlangwandern auf der Zahlwortreihe
soll aufgeldst werden. Deshalb missen die Teilnehmer/-innen in einem ersten Schritt
den direkten Mengenvergleich Uber Eins-zu-Eins-Zuordnung kennen.

Im zweiten Schritt kommt nun eine neue Formulierung hinzu. Sie ermdglicht, das
»mehr* oder ,weniger” prazise zu erfassen. Es ist die Formulierung ,eins mehr* und
,eiNs weniger” bzw. ,um eins mehr* und ,um eins weniger”. Diese Formulierung
erscheint zunachst trivial, sie ist es aber nicht: Sie kommt im Alltagsleben kaum vor,
deshalb fallt es vielen Kindern schwer, sie Uberhaupt sprachlich zu verstehen. Sie
haben also keine Begrifflichkeit fir eine Situation wie die folgende:

ooooano
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Man musste ja etwas sagen wie ,Hier ist ein Kreis mehr, als es Quadrate sind.” oder

,Hier ist ein Quadrat weniger, als es Kreise sind.” — jeweils eine ausgesprochen kom-
plexe Formulierung. Sobald man die Situation dynamisiert, reduziert sich die sprachli-
che Komplexitat: ,Wenn man einen Kreis wegnimmt, dann sind es gleich viele.” oder
»,Wenn man ein Quadrat hinzuflgt, dann sind es gleich viele.”

Im Mathematikunterricht ist man aber immerfort mit solcherart statischen Situationen
konfrontiert, flr die die Kursteilnehmer/-innen keine Sprache hatten bzw. haben,
wenn die sprachliche Beschreibung der Situation auf der Mengenebene im Unterricht
nicht haufig genug explizit gefordert wurde und wird. Das fuhrt(e) zu einem mangel-
haften Verstandnis dessen, wie die Mengen sich zueinander verhalten und wie diese
Mengenverhéltnisse sich auf der Zahlenebene spiegeln.

Fir die obige Situation mussten folgende Zusammenhange geklart werden:

e Hier ist ein Kreis mehr, als es Quadrate sind.” Das ist gleichbedeutend mit: ,Hier
ist ein Quadrat weniger, als es Kreise sind.”

e Wenn man einen Kreis wegnimmt, dann sind es gleich viele.” Das ist gleichbedeu-
tend mit: ,Wenn man ein Quadrat hinzuflgt, dann sind es gleich viele.”

¢ Es sind funf Quadrate und sechs Kreise. FUnf sind einer weniger als sechs. Das ist
gleichbedeutend mit: Sechs ist einer weniger als funf.

e Das ist gleichbedeutend mit: FUnf und sechs unterscheiden sich um eins.
Das ist gleichbedeutend® mit: Die Zahl 5 und die Zahl 6 unterscheiden sich um
eins.

9) Es st deshalb gleichbedeutend, weil die Zahl 5 nur ein Label ist flir die Anzahl bei (abstrakt
gedachten) Finfermengen und die Zahl 6 nur ein Label fiir die Anzahl bei (abstrakt gedachten)
Sechsermengen.
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e Das ist gleichbedeutend mit: Die Zahl 5 steht in der Zahlwortreihe vor der Zahl 6,
und die Zahl 6 steht in der Zahlwortreihe hinter der Zahl 5.

e Daflr gibt es auch die Formulierung: Die Zahl 5 ist der Vorgénger der Zahl 6, und
die Zahl 6 ist der Nachfolger der Zahl 5.

e Daflr gibt es auch die Formulierung: Die Zahl 5 ist kleiner als die Zahl 6, und die
Zahl 6 ist groBer als die Zahl 5.

e Konkret: Die Zahl 5 ist um eins kleiner als die Zahl 6, und die Zahl 6 ist um eins
groBer als die Zahl 5.

e Anders betrachtet: Die 5 besteht aus 5 Einsen, die 6 besteht aus 6 Einsen (so wie
die Finfermenge 5 Elemente hat und die Sechsermenge 6 Elemente hat). Die 6
besteht also aus einer Eins mehr als die 5, deshalb ist sie um eins gréBer als 5. Die
5 besteht aus einer Eins weniger als die 6, deshalb ist sie um eins kleiner als 6.

¢ Die dynamische Deutung dessen ist: Wenn ich 5 um eins vermehre, dann erhalte
ich 6, und wenn ich 6 um eins vermindere, dann erhalte ich 5.

¢ Die symbolische Darstellung dessenist: 5+ 1=6und6-1=5

e Das muss man auf der Mengenebene und auf der Zahlenebene noch zusammen-
bringen mit 1 + 5 =6 und 6 — 5 = 1 sowie mit der Zahlzerlegung von 6 in 5 und 1.

Vier klassische Missverstandnisse seien angefthrt:

e Die Formulierung, dass eine Zahl vor oder hinter einer anderen steht, ist keines-
wegs selbstverstandlich eindeutig. Man kann auch denken, dass die 6 vor der 5
steht, wenn man sich die Zahlen sozusagen als Warteschlange vorstellt, die man
von null oder eins kommend entlanggeht: 6 steht dann in dieser Schlange vor 5,
5 steht hinter 6.

¢ Die Begriffe ,Vorganger” und ,Nachfolger” sind in dieser Sichtweise ebenfalls nicht
eindeutig bzw. nicht stimmig: Die 6 geht ja der 5 voran, die 5 folgt der 6.

Manche Kursteilnehmer/-innen haben sich als Kinder nicht erklaren kénnen, warum
die 5 ,kleiner” sein soll als die 6 oder die 6 ,,groBer” sein soll als die 5. Wenn man

die Zahlen ins Heft schreibt, dann schreibt man sie doch beide gleich groB! Auch im
Buch sind sie immer gleich groB gedruckt. Diese D ist zum Beispiel viel gréBer als
diese 6. Der Begriff ,GroBe" ist in dieser Sichtweise an die Ausdehnung des Zahlsym-
bols gebunden, ein Verstandnis fur die kardinale Bedeutung des Begriffs ,GréBe einer
Zahl* muss dann erst hergestellt werden.

Es ist keineswegs selbstverstandlich, dass die Teilnehmer/-innen mit den Begriffen
rechts (kleinere Zahl) und links (gréBere Zahl) im gleichen Sinne operieren wie die
Kursleiter/-innen. Manche Menschen denken die Zahlwortreihe nicht von links nach
rechts, sondern von rechts nach links oder von unten nach oben oder von oben
nach unten, oder sie denken Zahlen nicht linear. Es gibt sogar Menschen, die denken
Zahlen in Form von Kartons, und Rechnen bedeutet fUr sie, diese Kartons in be-
stimmter Weise umzupacken. Auch der Zahlenstrahl ist demzufolge keineswegs ein
selbsterklarendes Modell fiir die Zahlen — zumal bereits in seiner objektiven Struktur
nicht eindeutig ist, was eine Zahl Uberhaupt sein soll: Ist die Zahl ,2* ein Punkt auf
dem Zahlenstrahl, ist sie eine Strecke, ist sie eine gerichtete Strecke? Keine dieser
Deutungen ist zwingend, und jede hat ihre Vor- und Nachteile.
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Der Gedanke des ,um eins mehr” und ,um eins weniger” wird weitergefihrt zum
Verstandnis des Aufbaus der natlrlichen Zahlen in der sogenannten Seriationslogik.
Damit ist gemeint, dass der Nachfolger einer Zahl immer eins mehr ist als die Zahl
selbst. Die Teilnehmer/-innen mussen in der Lage sein, ihr Wissen um die Seriati-
onslogik zu nutzen, um Aufgaben wie 9 — 8 oder 21 — 19 oder spater 401 — 399
nicht rechnen zu mussen. Im Sinne einer nichtzahlenden Beherrschung des Kleinen
Ein-plus-Ein und des Kleinen Eins-minus-Eins muss den Teilnehmern und Teilneh-
merinnen klar werden, dass sie mit dem Wissen um die Beziehung ,.eins mehr/eins
weniger” bereits 22 Plusaufgaben (0 + 1 bis 10 + 1 und 1 + O bis 1 + 10) und 11
Minusaufgaben (1 — 1 bis 11 — 1) nichtzahlend rechnen kénnen.

Der Ubergang zu ,zwei mehr/zwei weniger® und zu ,x mehr/x weniger” ist nun
wiederum nicht mit einer solchen Routinisierung der damit verbundenen Aufgaben
verbunden. Diese findet erst mit der Untersuchung der Bezlige der Zahlen zu 5 und
zu 10 sowie mit der Routinisierung der Zahlzerlegungen statt. Die Beziehungen ,zwei
mehr/zwei weniger” und ,x mehr/x weniger” sind eher im Sinne der WeiterfUhrung
der Logik des ,eins mehr/eins weniger” zu behandeln. Die oben fir ,eins mehr* und
»eins weniger® aufgezeigten vielfaltigen Deutungen des ,x mehr® und ,x weniger*
sind es, die den Teilnehmern und Teilnehmerinnen den Zusammenhang zwischen
statischen Mengenbetrachtungen (x mehr/x weniger), Mengenhandlungen (x da-
zu/x weg), Zahlverhaltnissen (x mehr/x weniger) und Zahloperationen (plus 5/minus 5)
erschlieBen mussen.

1.3.2 Beziige zur 5 und zur 10

Die Zahlrelationen, die neben der ,eins mehr/eins weniger®-Relation am einfachs-
ten zu verstehen und zu routinisieren sind, sind die Relationen der Zahlen zur 5 und
zur 10. Das liegt sicherlich an der Funfer- und Zehnerstruktur unserer Finger, die
eine gewisse Vertrautheit mit sich bringt und eine physisch leichte Aufrufbarkeit der
FUnfer- und Zehnerbeziehungen zur Folge hat.

Diese Zusammenhange zur FUnf und zur Zehn mussen erarbeitet werden. Die
Beziehungen zur 10 werden dabei zunachst nur ,fur die zweite Hand“ betrachtet,
also Beziehungen von Zahlen ab 5 zur 10. Dabei ist es sinnvoll, die Erarbeitungen an
quasisimultane Mengenerfassungen anzubinden. Unabdingbar ist es, die Mengen-
erfahrungen mit Zahlerfahrungen zu verbinden und an symbolische Darstellungen

in Form von Rechenaufgaben anzubinden. Mit dem Auswendigkdnnen der Bezie-
hungen zur 5 und zur 10 in Form von Rechenaufgaben stehen den Teilnehmern
und Teilnehmerinnen bereits wieder 12 Aufgaben des Kleinen Eins-plus-Eins und

12 Aufgaben des Kleinen Eins-minus-Eins zur Verfugung, wenn man die Aufgaben
mit null einbezieht.’® Der Kern bei der Erarbeitung dieser Beziehungen liegt aber in
der weiteren Heranfihrung der Teilnehmer/-innen an die Idee, Zahlen als aus ande-
ren Zahlen zusammengesetzt zu denken. Das beginnt dort, wo Teilnehmer/-innen
nicht verlasslich wissen (oder erst spat in ihrer Lernbiografie darauf vertraut haben),
dass sie immer fUnf Finger an einer Hand und immer zehn Finger an beiden Handen
haben. Diese Invarianz missen sie fur das Weitere verinnerlichen.

10) Die Aufgaben 4 + 6, 3+7,2+8, 1 +9und 0 + 10 sowie 10- 10, 10-9, 10-8, 10-7, 10-6
sind dabei noch nicht berlcksichtigt.
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In den Abschnitten ,Z&hlen und Abzahlen® sowie ,Wie viel? Der kardinale Zahlaspekt”
wird erlautert, dass zu einem tragfahigen Verstandnis der Zahl (etwa ,acht”) gehdrt,
dass ich beim Abz&hlen von acht Elementen zwar zum Schluss lediglich das ach-

te Element berUhre, dass ich mit ,acht” aber die Anzahl aller Elemente meine. Nun
kommt mit der relationalen Betrachtung eine weitere Idee hinzu: Die acht sind zwei
weniger als zehn. Aber auch: Acht sind drei mehr als funf oder ,funf und drei®. Fur
z&hlende Rechner bedeutet diese Sichtweise durchaus einen Bruch: Finf und drei
ergibt fur sie deshalb acht, weil sie bei Acht landen, wenn sie von FUnf drei Schritte
weiterzdhlen. Acht minus Drei ist fUr sie FUNf, weil sie bei FUNf landen, wenn sie von
Acht drei Schritte rlickwarts zahlen. Fur zahlende Rechner muss also auf der Menge-
nebene erarbeitet werden, wie die Relationen der einzelnen Zahlen (bis 9) zur 5 und
zur 10 sind. Dies muss mit der Zahlenebene verbunden werden.

An den Fingern' lassen sich die Zusammenhange gut erarbeiten:

e Finf und Eins sind Sechs. Umgekehrt: Nehme ich von sechs einen weg (und zwar
jenen Finger, der separat ist), dann verbleiben finf. Nehme ich von sechs funf weg
(und zwar die ganze Hand!), dann verbleibt einer.

e Finf und Zwei sind Sieben. Umgekehrt: Nehme ich von sieben zwei weg (und zwar
jene Finger, die separat sind), dann verbleiben finf. Nehme ich von sieben flinf weg
(und zwar die ganze Hand!), dann verbleiben zwei.

e Finf und Drei sind Acht. Umgekehrt: Nehme ich von acht drei weg (und zwar jene
Finger, die separat sind), dann verbleiben finf. Nehme ich von acht finf weg (und
zwar die ganze Hand!), dann verbleiben drei.

e Finf und Vier sind Neun. Umgekehrt: Nehme ich von neun vier weg (und zwar jene
Finger, die separat sind), dann verbleiben fiinf. Nehme ich von neun funf weg (und
zwar die ganze Hand!), dann verbleiben vier.

Ebenso:

¢ Wie viele Finger muss ich von funf Fingern wegnehmen, um vier Finger zu haben?
¢ Wie viele Finger muss ich von funf Fingern wegnehmen, um drei Finger zu haben?
¢ Wie viele Finger muss ich von funf Fingern wegnehmen, um zwei Finger zu haben?

¢ Wie viele Finger muss ich von funf Fingern wegnehmen, um einen Finger zu haben?
Ebenso:

e |ch habe vier Finger. Wie viel Finger muss ich noch ausklappen, um finf Finger zu
haben?

¢ |ch habe drei Finger. Wie viel Finger muss ich noch ausklappen, um funf Finger zu
haben?

e |ch habe zwei Finger. Wie viel Finger muss ich noch ausklappen, um funf Finger zu
haben?

¢ |ch habe einen Finger. Wie viel Finger muss ich noch ausklappen, um funf Finger zu
haben?

11) Hier wird auf die in Deutschland (blichen Fingersymbole Bezug genommen, bei denen z. B. die 6
symbolisiert wird durch eine Hand und den Daumen der anderen Hand. Nutzen die Teilneh-
mer/-innen andere Symbolisierungen, mussen die Betrachtungen daran angepasst werden.
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1.4 Zahlzerlegungen und Rechenstrategien:
Wege und Routinisierungen zum kleinen
Einspluseins und zum kleinen Einsminuseins

Das DVV-Rahmencurriculum Rechnen Stufe 1 richtet sich an Teilnehmer/-innen, die
im Wesentlichen noch z&hlende Rechenstrategien verfolgen. Bereits im Abschnitt
,Rechenwege: Verschiedene nichtz&hlende Strategien® wurde eine Zielvorstellung fur
diesen Kurs entfaltet, ndmlich die Beherrschung und Verwendung von nichtzahlen-
den Strategien im Zahlraum bis 30.

Mit den bis hier erarbeiteten Inhalten kann man nun einen neuen Blick auf die dort
angegebenen Rechenstrategien werfen. Folgende Strategien wurden bereits thema-
tisiert:

e Aufgaben mit Addition bzw. Subtraktion von 1,

e Bezug zu 5/10,

e 7. T. Umkehraufgaben,

e Nutzen der Seriationslogik und

e eventuell wurde im Kurs dabei auch bereits Uber ,Erganzen statt Abziehen®
gesprochen.

Zusammen mit den Aufgaben des Typus x + 0 und O + X ist damit das Kleine
Eins-plusEins und das Kleine Eins-minus-Eins fur die Zahlen bis 10 nahezu voll-
sténdig erarbeitet. Die Erarbeitung und Routinisierung der Zahlzerlegungen bis 10
wird damit relativ leicht zugéanglich. Dabei hilft es, dass die bisherigen Erarbeitungen
immer wieder auf die Verbindung von Mengenhandlung und Zahlhandlung und ihre
Symbolisierung, das Verstandnis der Operationshandlungen, das Verstandnis des
relationalen Charakters der Zahlen (Zahlen sind aus anderen Zahlen zusammen-
gesetzt, Zahlen sind aus unterschiedlich vielen Einsen/Einern zusammengesetzt)
rekurriert haben.

Die Behandlung der Zahlzerlegungen geht nun mit dem Prinzip einher, dass hier routi-
nisiert wird, aus welchen Zahlen eine Zahl sich zusammensetzt. Die Teilnehmer/-innen
erleben das Teilschrittverfahren nur dann als Rechenerleichterung, wenn sie

e verstehen, dass die Zahl 11 sich aus 10 und 1 zusammensetzt, die Zahl 12 aus 10
und 2, die Zahl 13 aus 10 und 3 usw.

e verstehen, welch groBe Erleichterung diese Struktur ihnen beim Rechnen bringt.

e verstehen, dass es wegen dieser Strukturerleichterung Sinn ergibt, beim Rechnen
zun&chst einmal ,die 10 vollzumachen® oder ,zur 10 zu ergénzen oder ,bis 10 zu
gehen® und dann den noch fehlenden Rest zu bestimmen.

e die dazu notwendigen Zahlzerlegungen sicher abrufen kénnen.

Mit den Zahlzerlegungen der Zahlen bis 10 wird also einerseits das kleine Einsplus-
eins und das kleine Einsminuseins bis 10 vollstandig erschlossen, vor allem aber
werden damit die notwendig routinisierten Voraussetzungen flr das Teilschrittverfah-
ren erarbeitet.
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1.4.1 Zehner und Einer

Die Teilnehmer/-innen mussen mit den Zahlen jenseits der 9 nicht mehr bekannt
gemacht werden. Sie mussen aber einen neuen Blick auf diese Zahlen einnehmen.
Dieser neue Blick ist gepragt von einem Verstandnis der Zusammenhange rund um
die Konstruktion der Einheit ,Zehner” bzw. der Zahl ,10“. Im Kurs auf Stufe 1 wird
dabei noch kein umfassendes Verstandnis der Konstruktion des Stellenwertsystems
angestrebt, dies ist Inhalt des darauf aufbauenden Kurses auf Stufe 2. Deshalb ist
auch die Festlegung des Zahlraums bis 30 fur den hier beschriebenen Kurs eher
heuristisch zu verstehen: Es sollen bestimmte Zusammenhéange erarbeitet werden.

Jenseits der Zahl 9 vollzieht sich im dezimalen Stellenwertsystem ein fundamentaler
Bruch. Sie kdnnen ihn mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen z. B. thematisieren,
indem Sie sie 13 Wurfel auszéhlen lassen und dann fragen, welche Anzahl hier liegt.
Lassen Sie die zugehdrige Zahl anschreiben. Zeigen Sie dann auf die beiden Ziffern

1 und 3 und fragen Sie, was diese Ziffern mit der Anzahl der Wirfel zu tun haben, die
dort liegt. Es sind schlieBlich nicht vier (3 + 1) Wirfel.

Zu verstehen ist hier zum einen, dass die Zahl 13 sich aus zwei Zahlen zusammen-
setzt, namlich aus der 10 und der 3. Wenn die Teilnehmer/-innen zu diesem Zeit-
punkt mit dem relationalen Zahlbegriff vertraut sind — also Zahlen als aus anderen
Zahlen zusammengesetzt denken kdnnen —, dann wird ihnen einsichtig sein, dass die
Zahlen 11 bis 19 einfach spezielle dieser Zusammensetzungen sind, ndmlich jene,
bei denen ein Bezug zur 10 vorhanden ist. Dieser Gedanke reproduziert sich spater
bei den anderen zweistelligen Zahlen.

Zu verstehen ist hier aber ebenso der Bruch, der mit der Symbolisierung der Zahl 10
erfolgt. Bis zur 9 erhdlt jede (An-)Zahl ein eigenes Zahlsymbol. Mit der Hinzunahme
eines weiteren Mengenelements erfolgt nun eine Anderung der Notation und der
Sichtweise: Man schafft eine neue Denkeinheit, den ,Zehner”. Die zehn Mengenele-
mente werden nicht mit einem neuen Zahlsymbol bedacht. Stattdessen werden sie
zu dieser neuen Denkeinheit ,Zehner” ,geblndelt”, also zu etwas qualitativ Neuem
zusammengedacht. Man spricht hier vom ,Bindelungsprinzip“ unseres Stellenwert-
systems.

Die Teilnehmer/-innen werden diesen Bruch als Schiler/-innen wahrscheinlich nicht
bemerkt haben. FlUr zahlende Rechner/-innen gibt es innerhalb der Zahlwortreihe
keine qualitativen Brlche, sondern nach der 8 kommt eben die 9 und dann kommt
eben die 10 und dann eben die 11. Der Ubergang zu zweistelligen Notationen wird
eher als neues Symbol wahrgenommen, nicht als neues Konstruktionsprinzip der
Anzahlnotation.

Der Zehner oder ,die Zehn* ist nun aber nicht nur als neue Einheit zu verstehen.
Ebenso muss in einem dynamischen Sinne verstanden werden, dass die Zehn sich
aus zehn Einern oder Einsen zusammensetzt (und jederzeit zusammensetzen lasst)
und dass sie in zehn Einer oder Einsen entbundelt werden kann. Es geht dabei u. a.
darum, dass die Teilnehmer/-innen verstehen, wie sich die von ihnen beim Teilschritt-
verfahren vollzogenen Rechenschritte begriinden und auf der Zahlebene widerspie-
geln. Man kann das so formulieren:
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»Ich méchte die Aufgabe 8 + 5 rechnen. Ich merke, dass das Ergebnis groBer als 10
ist. lch méchte nun beim Rechnen die enorme Erleichterung nutzen, die die Konst-
ruktion unseres Stellenwertsystems ermdglicht: Die Zahlen zwischen 10 und 20 sind
alle in der Form 10 + x aufgebaut. Wenn ich dieses x bestimmen kann, dann sehe
ich leicht das Resultat meiner Aufgabe. Ich muss also Uberlegen, welche Zahl zu 8
addiert 10 ergibt.”

Die Teilnehmer/-innen sollen das nun nicht nur als quasirdumlichen Schritt verstehen
im Sinne von ,gehe erst mal bis zur 10“ oder ,,Uberlege, wie viele Schritte es bis zur
10 sind®. Diese ,Laufanweisungen® lassen namlich nicht erkennen, warum man die
10 als Bezugspunkt fur das Teilschrittverfahren verwendet. Das versteht man erst,
wenn man das Bundelungsprinzip und den stellenweisen Aufbau unserer Zahlen
einbezieht. Man wahlt deshalb die 10 als Bezugspunkt, weil man auf diese Weise
einen vollen Zehner oder eine volle Zehn herstellt und dann mit der einfachen Kon-
struktionsanweisung 10 + x sehr leicht die gesuchte Zahl (hier 13) aufbauen kann.
Wenn ich also 8 mit 2 zur 10 ergénzt habe und somit zehn Einer zu einem Zehner
geblndelt habe, dann muss ich nur noch wissen, dass von den 5 (zu addierenden
Mengenelementen) noch 3 Ubrig sind, dass ich also im Ganzen einen Zehner und
3 Einer habe. Diese Zahl 18sst sich deshalb leicht als 13 hinschreiben, weil ich eben
gerade dieses Konstruktionsprinzip von 13 als 10 + 3 genutzt habe.

Wenn ich die Aufgabe 13 — 5 rechnen mochte, dann ist wiederum eine Entblndelung
notwendig. Denke ich 13 als einen Zehner und 3 Einer, dann kann ich nicht direkt
von den 3 Einern 5 Einer abziehen. Ich muss den Zehner zun&chst zu 10 Einern
entbUndeln, erst dann kann ich ,weiter abziehen®. Diese Sichtweise des Entbindelns
des Zehners erscheint zunachst ungewohnt, weil auch gute Rechner dieses Entbin-
deln nicht mitdenken, erst recht nicht bei so kleinen Zahlen. Man muss sich aber vor
Augen halten, dass die Teilnehmer/-innen in ihrer Lernbiografie an jenen Wegen zum
Rechnen gescheitert sind, die auf dieses umfassende Verstandnis verzichtet haben.

Der in den Schulen Ubliche Weg, diesen Entbundelungsgedanken zu umgehen und
lediglich auf schrittweises Riickwértsgehen o. A. zu rekurrieren, ist den Kursteilneh-
mer/-innen nicht zuganglich gewesen. Sie sind auf eine neue Sichtweise angewie-

sen. GestUtzt wird das Bundelungs- und EntbUndelungsdenken, wenn man auf der
Mengenebene mit Material arbeitet, welches die Zehner als Einheiten représentiert,
z.B. Mehrsystembldcke oder das goldene Montessori-Perlenmaterial.

1.4.2 Zahlraumorientierung im Zahlraum bis 30

Auf Stufe 1 geht es darum, einen Zahlbegriff aufzubauen, Operationsverstandnis der
Addition und Subtraktion aufzubauen, die Aufgaben des Einspluseins und des Eins-
minuseins bis 20 nichtz&hlend I6sen und moglichst automatisch abrufen zu kénnen
und eine Zahlraumorientierung im Zahlraum bis 30 zu schaffen. Zahlraumorientierung
ist dabei eine Art Querschnittsthema des Kurses. Unter diesem Begriff wird hier
Folgendes gefasst:

Zum einen geht es um Orientierung im engeren geometrischen Sinne. Wenn man
sich die Zahlwortreihe oder einen Zahlenstrahl vorstellt, dann soll man ein Gespur
daflir haben, dass die 7 naher an der 9 steht als an der 3. Man soll ein Gespur dafur
haben, wie weit die 100 weg ist, wenn man sich gedanklich gerade etwa bei 15
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bewegt. Wenn hier in einem heuristischen Sinne von Zahlraumorientierung im Zahl-
raum bis 30 die Rede ist, dann sollen damit nicht jene gréBeren Zahlraume gemieden
werden, in denen sich die Teilnehmer/-innen fragmentarisch ohnehin bewegen. Es ist
damit nur jener Zahlraum angegeben, in dem die Orientierung sicher sein soll. Das
Rechnen jenseits der 20 ist damit nur im Sinne des ersten Erarbeitens von Analo-
gien gemeint. Man muss sich vor Augen halten, dass die Zahlzusammenhange fur
Erwachsene mit besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) zunachst im flir

sie Uberschaubaren Zahlraum bis 10 tiefgriindig erschlossen werden mussen, der
Bereich jenseits der 10 bendtigt dieses Zusammenhangswissen. Im Sinne geometri-
scher Orientierung kann er aber bereits vorher diskutiert werden.

In diesem engeren geometrischen Sinn soll bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
eine lineare Vorstellung von den Zahlen aufgebaut werden — allerdings nur in dem
Sinne, dass sie darauf zurlickgreifen kbnnen, wenn es ihnen bei der Bearbeitung von
mathematischen Problemen weiterhilft. Man kann keineswegs erwarten, dass jede/-r
Einzelne fir sich einen linear gedachten Zahlraum aufbaut. Es gibt zwar in Teilen der
Psychologie die These, dass ein ,innerer Zahlenstrahl“ eine anthropologische Kons-
tante ist; in der Mathematikdidaktik hingegen gilt dies keineswegs als belegt, sondern
héchstens als Lernziel. Empirische Untersuchungen zu den Zahlraumvorstellungen
von Menschen zeigen sehr unterschiedliche innere Bilder von Zahlen. Innere Zahlen-
strahlen sind dabei nicht selten, sie sind oftmals sogar von links nach rechts gerich-
tet, aber eben auch von unten nach oben, von rechts nach links oder von oben nach
unten. Manche Menschen ordnen einen Zahlenstrahl spiralig an. Die Zahlen sind
manchmal in immer gleichen Abstédnden angeordnet, manchmal eher logarithmisch,
sodass die ersten zehn Zahlen etwa so viel Platz einnehmen wie die ndchsten 90
Zahlen und wie dann die nachsten 900 Zahlen (vergleiche die Zahlraumvorstellungen
aus empirischen Untersuchungen in nachfolgender Abbildung).'? Oftmals sind die
Absténde zwischen den Zahlen auch dynamisch je nach Anforderung: Das entspricht
auch dem Wunsch von Mathematikdidaktikern und Mathematikdidaktikerinnen und
spiegelt sich im Hilfsmittel des ,leeren Zahlenstrahls® wider.

Vi

Vil

1121 3141

12) Auszug einer Abbildung aus einer Vortragsprésentation von Jens Holger Lorenz: Diagnose
von Rechenschwierigkeiten in den Eingangsklassen und individuelle Férderung (Teil I),
Hamburg, 01.11.09.

40

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 1

Selten trifft man Menschen, die Zahlen raumlich so angeordnet denken, wie man es
vom Hunderterfeld kennt, vereinzelt trifft man auf seltsam anmutende Konstrukte. Ein
Beispiel ist die oben bereits erwdhnte Konstruktion der Zahlen als Kisten, die dann
beim Rechnen nach bestimmten Regeln umgestapelt werden.

Menschen mit einem elaborierten mathematischen Verstandnis haben oftmals kei-
nerlei Zahlraumvorstellung. Sie denken die Zahlen nicht rdumlich, sondern lediglich
abstrakt. Umgekehrt findet man bei EbSR ebenfalls oft keine Zahlraumvorstellung.
Wir wissen nicht, ob die elaborierten Vorstellungen als Voraussetzung in friheren
Entwicklungsphasen eine Zahlraumvorstellung bendtigen. Es erscheint aber fur EbSR
sinnvoll, eine lineare Zahlraumvorstellung zu erarbeiten, um eine Orientierungshilfe zu
haben. Wenn die Zahlraumvorstellungen der Kursteilnehmer/-innen expliziert werden,
dann kdnnen alle mathematischen Aktivitaten mit diesen Vorstellungen in Beziehung
gesetzt werden, und damit sind fUr diejenigen, die keine Zahlraumvorstellung haben,
verschiedene Angebote flr Zahlraumvorstellungen permanent prasent. Gestutzt wird
dies durch alle Aktivitdten bzw. Spiele, bei denen auf Zahlwortreihen oder Zahlen-
strahlen Bewegungen ausgefuhrt werden mussen. Herausgehoben ist hierbei sicher-
lich die Rolle des ,leeren Zahlenstrahls®. Auch das Z&hlen vorwarts und ruckwarts,
auch in Zweier- oder Dreierschritten, stérkt die Zahlraumorientierung.

Besonders wichtig ist es, dass diese linearen Aktivitaten zu den beteiligten Kardina-
litdten in Beziehung gesetzt werden. Der Kurs fokussiert ja darauf, dass Zahlen mit
Anzahlen zusammengedacht werden und dass Zahlen in ihren Beziehungen zu an-
deren Zahlen gedacht werden. Beide Gedanken sind in linearen Zahlraumvorstellun-
gen zunachst nicht prasent, lineare Zahlraumvorstellungen arbeiten mit einem nicht-
kardinalen Blick auf Zahlen. Genau das ist ja ein zentrales Problem von z&hlenden
Rechnern, wenn sie nur rechnen kdnnen, indem sie die Zahlwortreihe entlanglaufen.
Die Anbindung der rdumlichen Vorstellung an die kardinale Bedeutung muss deshalb
dauerhaft expliziert werden.

Umgekehrt sollte aber das kardinale und relationale Wissen auch an Zahlraumvorstel-
lungen angebunden werden. Zum einen besteht sonst die Gefahr, dass die Teilneh-
mer/-innen ,mathematische Doppelwelten* entwickeln. Sie verstehen dann etwas
auf der Mengenebene, aber ihre raumlichen Zahlvorstellungen passen nicht dazu. So
erschlieBt es sich nicht von allein, was das Bundeln bei der Addition mit Zehnertber-
gang mit dem ,Sprung Uber die Zehn“ zu tun hat. Ebenso erschlieBt sich nicht von
allein, was das EntbUndeln bei der Subtraktion mit dem ,Sprung Uber die Zehn* zu
tun hat.

Zum anderen erscheint das Rechnen mit Analogien auf die Dauer einfacher, wenn
man sie auch mit Zahlraumvorstellungen verbindet. Es ist das eine, Folgendes zu
Uberlegen: ,Was ist 23 + 57 Die 2 Zehner der Zahl 23 bleiben erhalten, weil 3 + 5
keinen neuen Zehner, sondern nur 8 ergibt. Die 2 Zehner und die 8 Einer ergibt 28.*
Es ist aber etwas anderes, diese Analogie raumlich zu denken: ,Wenn ich von der

23 funf weitergehe, dann lande ich bei 28, das ist wie bei 3 + 5. Sobald dann sogar
ein neuer Zehner zu bindeln ist, ist es fur manche Teilnehmer/-innen deutlich weni-
ger aufwandig, die Aufgabe als ,Schritt bis zum nachsten Zehner” mit notwendiger
Restebestimmung zu denken. Sie missen eben nur in der Lage sein, dieses Handeln
mit dem Mengenhandeln inklusive Blndeln zusammenzudenken.
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Dem Thema ,Zahlraumorientierung“ kann man auch die Fahigkeit der Einschatzung
von GréBenverhaltnissen zuordnen. Damit ist nicht nur Relationalitat gemeint, also
etwa das GespUr daflr, dass die Differenz von 9 und 2 gréBer sein muss als die von
29 und 18. Dazu gehdrt ebenso das Gespur dafir, dass die Differenz von 17 und 9
im Vergleich zur Differenz von 1017 und 1009 zwar die gleiche sein mag, dass man
aber zwischen zwei Menschen mit einem Tageseinkommen von 17 versus 9 Euro
einen deutlichen Unterschied sehen wirde, bei zwei Menschen mit einem Tagesein-
kommen von 1017 versus 1009 Euro aber kaum von einem Unterschied spréache.
Hierzu gehdrt aber ebenso ein Gespur fur verschiedene GréBendimensionen bei
MaBen.
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2. DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN
STUFE 2

2.1 Zweistellige Zahlen verstehen

2.1.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen erwerben ein grundlegendes Verstandnis der Idee der
Blndelung und des Stellenwerts im Bereich der zweistelligen Zahlen.

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen den Zusammenhang zwischen Mengen,
der symbolischen Zahldarstellung und der verbalen Zahlbezeichnung im Zahlraum
bis 100.

¢ Die Teilnehmer/-innen kdnnen sich im Zahlraum bis 100 orientieren.

2.1.2 Grundlagen fiir das Verstandnis zweistelliger Zahlen

Worum geht es?

Weltweit hat sich die Zahinotation im Stellenwertsystem zur Basis zehn durchgesetzt.
Mit der ZahInotation im dezimalen Stellenwertsystem korrespondiert auf der Mengen-
ebene eine sogenannte ,Blndelung der Elemente der Menge“: Immer zehn Elemente
werden (gedanklich) zu einer neuen Einheit, dem ,Zehner”, zusammengefasst bzw.
»gebundelt“. Sind von dieser ersten Blndelungseinheit zehn vorhanden, so werden
diese wiederum zu einer neuen Einheit, einem ,Zehner-Zehner®, dem ,Hunderter”,
geblndelt. Diese Bundelung wird so lange fortgesetzt, bis auf jeder Bundelungsstufe
héchstens neun Bldndel vorhanden sind und daher keine weiteren Zehner-Blindel
mehr gebildet werden kdnnen. Die Menge wird dann als ,maximal geblndelt” be-
zeichnet.

Um die Machtigkeit der Menge festzuhalten, wird die Anzahl der Bundel der verschie-
denen Bundelungsstufen geordnet notiert. Die ungebuindelten Einheiten, die ,Einer®,
werden ganz rechts notiert. Links daneben folgen die Zehner, dann die Hunderter
usw. Der Aufbau von rechts nach links ist dabei eine reine Konvention. Man kénnte
die Zahlen auch von links nach rechts aufbauen. Diese Mitteilung hilft jenen Teilneh-
mern und Teilnehmerinnen, die sich als Kinder immer gefragt haben, warum sie die
Zahlen gerade so herum notieren sollen. Man muss eine Notationsrichtung festlegen,
und die Erfinder dieser Notation haben sich eben dafur entschieden, die Einer nach
rechts und die gréBeren Einheiten nach links zu schreiben.

Die Ziffern einer Zahl tragen somit eine doppelte Bedeutung:

e Der Stellenwert einer Ziffer gibt an, fir welche Bundelungsstufe die Ziffer steht.
¢ Der Zahiwert einer Ziffer gibt an, wie viele Blindel der jeweiligen Stufe vorhanden
sind.

Die Position der ,4“ im Zahlsymbol ,42° zeigt also zum Beispiel an, dass es sich um
Zehner handelt. Der Zahlwert der ,,4“ liefert die Information, dass es vier Zehner sind.
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Durch die Prinzipien der maximalen Biindelung und des Stellenwerts ist die Zahl-
darstellung eindeutig festgelegt. Die Méachtigkeit jeder Menge wird durch genau eine
Zahl symbolisiert. Zum einen ermoglicht es die Zahldarstellung im Stellenwertsystem
auf diese Weise, beliebig groBe Zahlen auf einfache Weise zu notieren. Zum ande-
ren lassen sich durch dieses Konstruktionsprinzip der Zahlen die grundlegenden
Rechenoperationen mit beliebig groBen Zahlen auf die Operationen im Zahlraum bis
zehn zurUckflhren.

Die Idee der Biindelung und des Stellenwerts

Die Teilnehmer/-innen wollen in diesem Kurs rechnen lernen. Dazu missen sie in
einer anderen Weise mit Zahlen umgehen, als sie es gewohnt sind — denn dieser
gewohnte Weg hat offenbar nicht zu einem Erfolg geflihrt. Der Grundgedanke der
Betrachtungen zum Stellenwertsystem ist, dass Zahlen dazu da sind, Anzahlen zu
beschreiben. Dies kann flir die Zahl 3 auch z.B. in den Formen drei, |||, =] erfolgen.
Fur die Zahl 13 wird die Darstellung |||[[IIIIIlI| schon recht undbersichtlich, die Zahl 354
wird auch mit irgendeiner Wrfeldarstellung nicht mehr leicht lesbar sein. Das Stellen-
wertsystem stellt eine spezifische Art und Weise her, gro3e Mengen ausgesprochen
Ubersichtlich darzustellen und damit sehr effektiv rechnen zu kénnen. Diese Effektivi-
tat ist der Grund daflr, dass wir mit dem Stellenwertsystem arbeiten.

Um dies deutlich zu machen, kénnen Sie mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
Alternativen diskutieren, die Anzahl der Elemente groBer Mengen, z.B. von 88 oder
462 Mengenelementen, schriftlich zu notieren. Historisch wurde in unseren Breiten
noch vor 500 Jahren mit dem Abakus und mit rémischen Zahlzeichen sehr aufwan-
dig gerechnet, wahrend die arabischen Zahlen mitsamt den damit mdglichen effekti-
ven schriftlichen Rechenverfahren sich erst langsam und gegen den Widerstand der
Kirche — die diesen muslimischen Import ablehnte — durchgesetzt haben. Es hat fur
die Teilnehmer/-innen auch eine entlastende Funktion zu verstehen, dass unsere Art,
Zahlen bzw. Mengen darzustellen, nur eine von vielen mdglichen ist. Es war kulturell
ein schwieriger Prozess, unsere Zahldarstellung zu entwickeln, deshalb darf es auch
individuell ein schwieriger Prozess sein, sie sich anzueignen.

Was mussen die Teilnehmer/-innen also verstehen, um zweistellige Zahlen adaquat
interpretieren zu kbnnen? Zunachst muissen sie verstanden haben, dass Zahlen aus
anderen Zahlen zusammengesetzt sind. Sie mussen also zum Beispiel die sieben
denken koénnen als ein Ganzes, das sich aus fUnf und zwei zusammensetzt oder aus
vier und drei usw. Andersherum betrachtet lasst sich die sieben also zerlegen in die
Bestandteile fliinf und zwei oder vier und drei usw. Das Verstandnis dieser Sichtweise
auf Zahlen und Anzahlen war unter dem Stichwort ,relationaler Zahlbegriff* eines der
zentralen Lernziele auf Stufe 1.

Die Zahlsymbolisierung im dezimalen Stellenwertsystem greift genau diese Zerlegbar-
keit von Zahlen auf. Die Zahl ,vierzehn® zum Beispiel lasst sich zerlegen in sieben und
sieben oder in acht und sechs usw. Von den vielen denkbaren Zerlegungen wird aber
genau eine genutzt, um die Zahl zu notieren, namlich die Zerlegung in zehn und vier.
Analog dazu symbolisieren auch die weiteren Zahlen 11 bis 19 spezielle Zerlegungen,
namlich jene mit Bezug zur zehn.
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€33 & 10— 14
® e ®e
O
»zehn und vier” ,vierzehn“

Die Teilnehmer/-innen mussen daher den fundamentalen Bruch verstehen, der sich
hinsichtlich der Zahlnotation beim Ubergang zur 10 vollzieht. Bis zur neun erhélt jede
Zahl ein eigenes neues Zahlsymbol, namlich eine der Ziffern von 1 bis 9. Die Zahl
10 symbolisiert demgegentber etwas qualitativ Neues. Sie steht fur zehn Mengen-

elemente, die gedanklich zu einer neuen Denkeinheit, einem ,Zehner”, zusammen-
gefasst werden.

Diese gedankliche Zusammenfassung geschieht auch bei den Zahlen von 11 bis 19,
wobei die zum Zehner zusammengefassten zehn Elemente nur noch durch die ,1*
an der Zehnerstelle zu erkennen sind. Die Teilnehmer/-innen muissen also verstehen,
dass sich zum Beispiel hinter dem Zahlsymbol ,,14“ zehn zu einem Zehner gebindel-
te Einer und noch vier Einer verbergen. Umgekehrt verbirgt sich hinter dem Zahl-
symbol ,14“ eine Zerlegung in 10 und 4. Die in der obigen Abbildung dargesteliten
Séguin-Zahlenkarten aus dem Materialfundus von Maria Montessori machen diese
Zerlegung der ,14* transparent.

Erschwert wird das Erkennen der neuen Qualitat der Zahlen ab zehn dadurch, dass
sich der Bruch, der bei der ZahInotation geschieht, in der Zahlwortreihe nicht wider-
spiegelt. Innerhalb der Zahlwortreihe ,acht, neun, zehn, elf, zwdlf* wird die besondere
Bedeutung der zehn nicht deutlich. Erst ab der ,dreizehn” wird auch in der Sprech-
weise die ZehnerblUndelung aufgegriffen.

Auf Stufe 1 wurden die Zahlen 11 bis 19 schon unter den genannten Aspekten in
den Blick genommen. Dies geschah dort im Sinne eines Einblicks in das Konstruk-
tionsprinzip von Zahlen der Form 10 + x und im Hinblick auf die verstandige Anwen-
dung des Teilschrittverfahrens zur Losung von Additions- und Subtraktionsaufgaben
des kleinen Einspluseins und Einsminuseins. Die prinzipielle Bedeutung der Denk-
einheit Zehner erschlieft sich jedoch erst in der Ausweitung der Betrachtungen auf
einen gréBeren Zahlraum.

Ausweitung der Idee der Bilindelung auf den Zahlraum bis 100

Ebenso wie durch die Notation der Zahlen 11 bis 19 eine spezielle Zerlegung mit
Bezug zur zehn symbolisiert wird, sind auch die Zahlen der weiteren Dekaden nach
einem ahnlichen Prinzip konstruiert. Auch sie reprasentieren spezielle Zerlegungen.
So wie die ,13" aus 10 und 3 zusammengesetzt ist, ist die ,43“ zusammengesetzt
aus 40 und 3. Man spricht hier auch vom additiven Aspekt des Stellenwertsystems.
Die Zusammensetzung wird wiederum durch die Séguin-Montessori-Zahlenkarten
transparent gemacht.
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,vierzig und drei® »drei-und-vierzig“
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Diese Sichtweise wird auch durch die Zahlbenennung als ,drei-und-vierzig“ unter-
stitzt. Trotzdem werden manche der Teilnehmer/-innen diese Strukturierung der Zah-
len bisher nicht bewusst wahrgenommen haben, was ihnen jede weitere Arbeit mit
den Zahlen erschwert hat. Um zu verstehen, dass die Zahldarstellung im dezimalen
Stellenwertsystem auf einer solchen speziellen Zerlegung der Zahlen beruht, reicht
das oben beschriebene relationale Zahlverstandnis und das Verstandnis des additi-
ven Aspekts des Stellenwertsystems aus. Der zentrale Gedanke der Biindelung von
je zehn Elementen zu einem Zehner muss aber im Kurs erst noch expliziert werden.

Die Teilnehmer/-innen mUssen an dieser Stelle also auch verstehen, dass die ,43“
Uber die Zerlegbarkeit in 40 und 3 hinaus eine Substruktur aufweist: Die 40 kdnnen

auch als 4 ZehnerblUndel gedacht werden.

Py

1 §,’ 1 5,' b X
. 8 8!

1 ] 1
1Bt 1t ¥ . 4— 3
] ] ]
e '@ '@ e
- N At &

1

s.' e 19

YA T S

,vier Zehner und drei* »drei-und-vierzig“

Diese Sichtweise erschlieBt auch die Logik der Zahischreibweise: Aus 43 Objekten
konnen vier Zehnerbltindel gebildet werden, wobei drei einzelne Objekte Ubrig blei-
ben. Die ,4“ in ,,43" gibt also die Anzahl der Zehnerbltndel an und die ,3" die Anzahl
der Ubrigen Einer.

Klarer ersichtlich wird die unterschiedliche Bedeutung der einzelnen Ziffern, wenn
man sie in eine sogenannte Stellenwerttafel eintragt:

Wahrend bei der Darstellung im Dezimalsystem der Stellenwert einer Ziffer nur implizit
durch die Position der Ziffern innerhalb der Zahl angegeben wird, werden die Wertig-
keiten in der Stellenwerttafel explizit angegeben. Fir manche der Teilnehmer/-innen
kann es hilfreich sein, diese explizite Bezeichnung der Stellenwerte voribergehend
bei allen Zahlnotationen vorzunehmen, also die Stellenwerte Uber die einzelnen Zif-
fern der Zahlen zu schreiben:

ZE
43

Auf Stufe 1 beschrankte sich die Zehner-Bindelung im Wesentlichen auf eine ein-
malige Handlung, da hier vorwiegend der Zahlraum bis 20 in den Blick genommen
wurde. Erst durch die mehrfache Blndelung von jeweils zehn Mengenelementen zu
Zehnern, wie sie bei gréBeren Anzahlen vorgenommen wird, wird die Zehner-Binde-
lung als generelles Prinzip deutlich.
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Benennung der zweistelligen Zahlen im Deutschen

Die Sprechweise ,drei-und-vierzig“ stUtzt das Verstandnis der Zehner-Einer-Struktur
der zweistelligen Zahlen nur bedingt. Zum einen lasst sich aus dem Zahlwort ,vierzig*
nicht unmittelbar ableiten, dass damit vier Zehner gemeint sind. Allein die Endung
»-Zig“ weist darauf hin. Zum anderen werden zweistellige Zahlen im Deutschen in der
Regel invertiert benannt, d.h., dass Zahlen wie ,43“ von rechts nach links gelesen
werden, also entgegen der sonst Ublichen Leserichtung. Das hat bei einigen Teilneh-
mern und Teilnehmerinnen dazu geflhrt, dass sie ,Zahlendreher” produziert haben,
dass sie also statt 43 manchmal oder immer 34 geschrieben haben. Manche werden
die Zahl 34 ,drei(und)vierzig“ genannt haben, andere haben diese Zahl ,vierunddrei-
Big“ genannt, haben damit aber die Vorstellung von vier Zehnern und drei Einern
verbunden. Wiederum andere sind dieser Verwirrung vollig erlegen und haben das
Problem als undurchschaubar zur Seite gelegt.

Uber das Problem der Inversion hinaus gibt es einige UnregelméBigkeiten bei der Be-
nennung der zweistelligen Zahlen, die es den Kursteilnehmern und Teilnehmerinnen
erschwert haben, die Zehner-Einer-Struktur der zweistelligen Zahlen zu erkennen und
flr die Entwicklung ihrer Zahlkonzepte zu nutzen.

Die Zahlwérter von zehn bis 19

® Nur bei den Zahlwértern von 13 bis 19 und bei der zehn selbst wird der Zehne-
ranteil explizit benannt. Dabei stimmt die Leserichtung aber nicht mit der Ublichen
Schreib- und Leserichtung Uberein. Man spricht ,vier-zehn* schreibt aber eins-vier:
14,

e Die Zahlwérter ,elf* und ,zwolf* haben zwar dem sprachhistorischen Ursprung
nach eine Bedeutung, die sich auf den Zehner bezieht, diese Bedeutung wird aber
im heutigen Sprachgebrauch nicht mehr deutlich. Das Zahlwort ,elf* stammt vom
althochdeutschen ,einlif* ab und bedeutet in etwa ,eins dartber” im Sinne von
einem Zehner und eins. Analog dazu hatte ,zwelif* die Bedeutung ,zwei dartber*,
also ein Zehner und zwei (vgl. Kluge & Seebold 2002, S. 163 und S. 898). Daher
erscheinen uns die Bezeichnungen ,elf* und ,,zwolf* willkirlich gewahlt und geben
keinen Hinweis auf inre Bedeutung als ,ein Zehner und eins“ bzw. ,ein Zehner und
zwei‘.

Die Zahlwérter von 20 bis 99

¢ Im Gegensatz zu den Zahlen von 13 bis 19 wird der Zehneranteil bei den weiteren
zweistelligen Zahlen nicht explizit benannt. Stattdessen wird das Suffix ,,-zig" bzw.
»-Big" angehéngt, um die Bedeutung als Zehneranteil anzuzeigen.

¢ Die Zahlwdrter mancher Dekaden werden dabei unregelmaBig gebildet. Es heilt
zwar zum Beispiel ,vier-zig“ aber nicht ,zwei-zig“ sondern ,zwan-zig*, nicht ,sechs-
zig" sondern ,,sech-zig” und nicht ,sieben-zig“ sondern , sieb-zig“.

e Ahnlich wie bei den Zahlwértern von 13 bis 19 ist auch bei den restlichen zweistel-
ligen Zahlen die Leserichtung gegenUber der Ublichen Lese- und Schreibrichtung
vertauscht. Man spricht ,,drei-und-vierzig*, schreibt aber vier-drei; 43.

e Manche der Zahlworte von 13 bis 19 sind den entsprechenden Bezeichnungen der
Dekaden phonologisch sehr &hnlich: Zum Beispiel ,vier-zehn* und ,vier-zig*“.
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Ein paradigmatisches Beispiel

Um die Zahlschreibweise im Dezimalsystem durchdringen zu kdnnen, ist es fur die
Teilnehmer/-innen notwendig, die Verbindung zwischen der Zahlebene und der
Mengenebene durch konkrete Mengenhandlungen herzustellen. Dazu kdnnen Sie die
Teilnehmer/-innen zum Beispiel zunachst 43 Wrfel auszahlen und die entsprechen-
de Anzahl aufschreiben lassen.

Entscheidend ist nun die Thematisierung der Korrespondenzen zwischen der Zahl-
darstellung und der Menge:

¢ \Was haben die beiden Ziffern ,4“ und ,3“ mit der Anzahl der Objekte zu tun?

e \Warum bendtigt man nur zwei Ziffern? Warum stehen diese zwei Ziffern nicht nur
fur zwei Objekte? Warum bendtigt man nur die Ziffern ,4“ und ,3%, obwohl doch 43
und nicht nur sieben Objekte (oder zwei) vorhanden sind?

e \Ware es auch mdoglich, die Ziffern zu vertauschen und die Anzahl als ,34“ aufzu-
schreiben?

¢ \Welche Anzahl beschreibt die ,34“? Warum beschreibt die ,34“ nicht die gleiche
Anzahl, obwohl doch die gleichen Ziffern wie bei der ,43" verwendet werden?

¢ Welche Bedeutung hat die ,3" in ,34“? Welche Bedeutung hat sie in der ,43"?

Mit solchen und ahnlichen Fragen kénnen Sie die Teilnehmer/-innen zu einer Re-
flexion des Aufbaus der Zahlen anregen. Dabei sollten stets die Mengenebene, die
symbolische Zahldarstellung und die verbale Zahlbezeichnung prasent sein.

Hinsichtlich der verbalen Zahlbezeichnungen kann es hilfreich sein, gemeinsam mit
den Teilnehmern und Teilnehmerinnen Uber alternative Zahlbezeichnungen nach-
zudenken, bei denen die Zehner-Einer-Struktur deutlicher hervortritt. Zum Beispiel
werden in vielen Sprachen Stdostasiens die Stellenwerte bei der Zahlbezeichnung
explizit benannt. Die Zahlworte fur 12 oder 58 lassen sich zum Beispiel in etwa mit
,zehn-zwei“ bzw. funf-zehn-acht* Gbersetzen (vgl. Fuson 1990, S.278). Der Be-
standteil ,zehn* taucht also in allen Zahlworten von zehn bis 99 auf und liefert so
bestandig einen Hinweis auf die Zusammensetzung der zweistelligen Zahlen aus
einem Zehner- und einem Eineranteil. Zur Bezeichnung der 43 kénnte man also zum
Beispiel auch sagen: ,vier Zehner und drei* oder ,vierzig-drei“. Die Frage ist nun,

wie sich diese Bundelungen in der konventionellen Sprechweise widerspiegeln. Zur
Beantwortung dieser Frage sollten die Regelhaftigkeiten, Bezeichnungskonventionen
und Ausnahmen der deutschen Sprache mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
diskutiert werden. Eine solche Auseinandersetzung mit den Brichen und Inkonse-
quenzen der Ublichen Zahlbezeichnungen kann auch eine entlastende Funktion flr
die Teilnehmer/-innen haben. Viele von ihnen sind an der Hirde, die Zahlbezeichnun-
gen korrekt zu dekodieren, gescheitert. Die Erfahrung, dass dieses Scheitern auch
durch die inkonsequente Zahlbezeichnung verursacht wurde, hilft unter Umstanden,
Hemmnisse abzubauen.

Zusammenfassend geht es also zunachst darum, durch verschiedene Aufgaben zur
Blndelung von konkretem Material, durch das Aufschreiben der entsprechenden
Zahlsymbole, durch das gemeinsame Sprechen Uber die Materialhandlungen und
durch gezielte Nachfragen bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen ein grundlegen-
des Bewusstsein fUr die Korrespondenz zwischen der Mengenebene, der Ebene der
Zahlsymbole und der Ebene der verbalen Zahlbezeichnungen aufzubauen. Dabei ist
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einerseits der Aufbau der zweistelligen Zahlen aus einer ,Zehnerzahl” und einer ,Ei-
nerzahl® zu verstehen, also 43 als 40 + 3 und 76 als 70 + 6. Andererseits mussen die
Teilnehmer/-innen verstehen, dass die 43 Uber die Zerlegbarkeit in 40 und 3 hinaus
eine Substruktur aufweist: Die 40 kdnnen auch als 4 ZehnerbUndel gedacht werden.
Die 70 aus der 76 kann auch als 7 Zehner gedacht werden.
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2.1.3 Operationen mit Mengen und ihre Entsprechung auf der Symbolebene

Die Teilnehmer/-innen sind im Kurs, weil sie bislang tendenziell mit wenig passenden
oder effektiven Strategien gerechnet haben. Sie wurden im Allgemeinen im Teilschritt-
verfahren unterrichtet und sind darin nicht erfolgreich gewesen. Es geht also darum,
sie stimmiger in effektives Rechnen einzuarbeiten — indem die Bezlge der Rechen-
techniken zum dezimalen Aufbau der Zahlen expliziert werden. Die Teilnehmer/-innen
kennen vermutlich den ,Schritt Gber den Zehner” als Rechentechnik. Diese wird nun
zunachst auf der Mengenebene als Blindelungs- oder EntbUndelungsprozess ver-
standen, dann aber auch an Zahlenstrahlvorstellungen angebunden.

Hinzufiigen oder Wegnehmen von vollen Zehnern

Wie oben beschrieben beinhaltet die Interpretation einer Zahl wie 43 als 40 und

3 noch nicht den Gedanken der Bundelung. Beim Operieren mit Zahlen stellt das
insofern ein Problem dar, als ohne diese Sichtweise auch nicht unmittelbar klar ist,
dass 53 zum Beispiel genau ein Zehner mehr ist als 43, dass 63 genau zwei Zeh-
ner mehr sind als 43 oder 33 genau ein Zehner weniger. Durch die wiederkehrende
Struktur der Zahlworte in den einzelnen Dekaden ist zwar eine Analogie erkennbar,
dass aber der Unterschied zwischen ,drei-und-vierzig" und , drei-und-finfzig"“ genau
zehn betragt, geht aus der Benennung der Zahlen nicht unmittelbar hervor.

FUr jemanden, dem diese Einsicht fehlt, ist auch nicht klar, warum Rechnungen wie
43 + 20 oder 43 — 10 besonders leicht durchzuflhren sind. Das tritt dann offen zu
Tage, wenn Teilnehmer/-innen solche Aufgaben durch Zahlen in Einerschritten I6sen
oder wenn sie auch hier auf das Teilschrittverfahren zurtickgreifen und zum Beispiel
43 + 20 in die Teilaufgaben 43 + 7, 50 + 10 und 60 + 3 zerlegen.

Andererseits kann man von technischen Fertigkeiten bei der Durchflihrung von
Rechnungen nicht unbedingt auf ein Verstandnis der Idee der Blindelung und des
Stellenwerts schlieBen. Wer sich zum Beispiel die Regel zurechtgelegt hat, dass
man bei Rechnungen mit mehrstelligen Zahlen einfach alle Stellenwerte getrennt
behandeln kann, kommt zum richtigen Ergebnis, solange kein Stellenwertlibergang
stattfindet: 43 + 21 wird gerechnetals 4 + 2 =6 und 3 + 1 = 4, als Resultat wird
dann 64 hingeschrieben. Die richtige Losung allein zeigt noch kein Verstandnis des
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Zusammenhangs von Zehnern und Einern im Summationsprozess. Genau auf dieses
Verstandnis kommt es aber an dieser Stelle des Lernprozesses an.

Neben den oben beschriebenen Bindelungshandlungen an einer gegebenen Menge
sollten die Teilnehmer/-innen daher auch solche Veranderungen an Mengen vorneh-
men, bei denen die Zehner-Einer-Struktur der Zahlen im Mittelpunkt steht. Lassen Sie
die Teilnehmer/-innen zum Beispiel wie oben beschrieben 43 Objekte auszéhlen und
zu Zehnern bindeln. AnschlieBend soll die Anzahl notiert werden. Ausgehend von
dieser Ausgangssituation kdnnen dann unterschiedliche Operationen vorgenommen
werden, deren Auswirkungen auf der Mengen- und der Symbolebene durch gezielte
Fragen in den Blickpunkt gertickt werden:

¢ Wie verandert sich die Menge, wenn noch zehn Einer hinzugeflgt werden? Es
entsteht dann eine Menge, die nicht maximal gebtndelt ist. D.h., es kénnten noch
Elemente zu einem weiteren Bundel zusammengefasst werden. Die ,kanonische®
Zahldarstellung im Dezimalsystem bezieht sich immer auf maximal gebUtndelte
Mengen. Daher bezeichnet das Zahlsymbol ,413% 4 Hunderter, 1 Zehner und 3 Ei-
ner und nicht zum Beispiel 4 Zehner und 13 Einer.
Wie wird die dann vorhandene Anzahl notiert? Was bleibt auf der Symbolebene
gleich und was verandert sich und warum ist das so? Warum kann man die nun
vorhandene Anzahl nicht als 413 (im Sinne von 4 Zehner und 13 Einer) notieren?

e 4 Zehner und 13 Einer kdnnen im Dezimalsystem nicht durch das Zahlsymbol 413
dargestellt werden. Warum kann man die Anzahl aber in einer Stellenwerttafel auf
folgende Weise festhalten:

-~ |N

13

¢ \Wo liegt hier der Unterschied zur Zahlschreibweise ohne Stellenwerttafel? Welche
anderen Zerlegungen der 53 lassen sich in einer Stellenwerttafel noch darstellen?

¢ Man kann die obige Frage auch andersherum stellen: Wie verandert sich die
zugehdrige Menge, wenn man aus der 43 eine 53 macht, also die Zehnerstelle um
eins erhoht? Wie verandert sie sich, wenn man aus der 43 eine 44 macht, also die
Einerstelle um eins erhoht?

¢ Wie verandert sich die Menge, wenn noch zwei Zehnerblindel hinzugeflgt werden?
Wie wirkt sich diese Veranderung auf der Symbolebene aus? Wie ist es, wenn statt
der zwei ZehnerbUndel zwanzig Einer hinzugeflugt werden?

e Kann man von den vier ZehnerbUndeln und drei Einern auch 20 Einer wegnehmen?
Warum ist das moglich, obwohl doch nur drei Einer vorhanden sind? Warum sind
bei der Ubrig bleibenden Menge wieder genau drei ungebltindelte Einer vorhanden?

Bei diesen Uberlegungen sollte stets auch die Notation der Mengenhandlungen auf
der Symbolebene als Addition und Subtraktion prasent sein. Die entsprechenden
Grundvorstellungen zu Addition und Subtraktion als Zusammenflgen von Mengen
bzw. Extrahieren einer Teilmenge aus einer gegebenen Menge wurden bereits auf
Stufe 1 erarbeitet.
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Hinzufiigen und Wegnehmen von Einern ohne Umbiindeln

Werden zu einer gegebenen, maximal gebundelten Menge Einer hinzugefligt, ohne
dass die Anzahl der dann vorhandenen Einer neun Uberschreitet, so kann kein neuer
Zehner gebundelt werden. Die Anzahl der Zehner bleibt also gleich. Analog verhalt
es sich, wenn von einer gegebenen Menge nur maximal so viele Einer weggenom-
men werden, wie vorhanden sind, ohne dass Zehner entblndelt werden mussen.
Die entsprechenden Rechnungen kénnen daher auf die Addition und Subtraktion im
Zahlraum bis zehn zurlckgefuhrt werden. Man spricht hier auch von dekadischen
Analogien.

5 Einer hinzufiigen
= 3+5=8

5 Einer hinzufiigen
> 43 +5=48

Ein Ziel der Arbeit auf Stufe 1 war die automatisierte Abrufbarkeit der Beziehungen
der Zahlen bis zehn. Auf dieser Grundlage kénnten die Teilnehmer/-innen auch Auf-
gaben ohne Stellenwertlibergang wie 43 + 5 oder 69 — 6 bereits ohne Ruckgriff auf
z&hlende Rechenstrategien 16sen. Es wird allerdings nicht allen Teilnehmern und Teil-
nehmerinnen gelingen, die Moglichkeit der Nutzung dekadischer Analogien selbstan-
dig zu erkennen. Es gilt daher, diese Analogien bewusst zu machen und inhaltlich zu
begrinden.

Dazu kénnen Sie zum Beispiel die entsprechenden Mengenhandlungen und ihre
Symbolisierung durch Aufgabenserien thematisieren, bei denen die dekadischen
Analogien hervortreten. Lassen Sie die Teilnehmer/-innen zum Beispiel zu drei vor-
handenen Einern funf weitere hinzufligen und diese Handlung auf der Symbolebene
notieren. Als nachstes sind drei Einer und ein Zehner vorhanden. Es werden wiede-
rum funf Einer hinzugefiigt. Was unterscheidet die erste Situation von der zweiten?
Wie wirkt sich dieser Unterschied auf der Symbolebene aus? Was ist, wenn man zu
zwei Zehnern und drei Einern noch funf Einer hinzufligt? Wo ist hier die Verbindung
zu den vorausgegangenen Handlungen?

Aus zwei Grinden steht an dieser Stelle des Lernprozesses, ebenso wie beim Hin-
zufugen und Wegnehmen von vollen Zehnern, nicht die Routinisierung von Rechnun-
gen ohne Stellenwertlibergang im Vordergrund. Zum einen gibt es hier im Grunde
nichts Neues zu routinisieren. Was an dieser Stelle automatisiert abrufbar sein muss,
sind die Zahlzerlegungen bis zehn. Diese Voraussetzung wurde bereits auf Stufe 1
geschaffen. Zum anderen kann eine zu lange Fokussierung auf Rechnungen ohne
Stellenwertlibergang dazu beitragen, dass die Beziehungen zwischen Zehnern und
Einern aus den Augen verloren werden. Worum es geht, ist die Einsicht, aus wel-
chem Grund die dekadischen Analogien anwendbar sind.
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Hinzufiigen und Wegnehmen von Einern mit Umbiindeln

Eine qualitativ andere Situation ergibt sich, wenn einer Menge so viele Einer hinzuge-
fugt werden, dass die Anzahl der dann vorhandenen Einer neun Uberschreitet oder
mehr Einer weggenommen werden sollen, als ungebindelt vorhanden sind. In diesen
Situationen ist es noétig, Beziehungen zwischen den ungebindelten Einern und den
Zehnern herzustellen.

Im ersten Fall missen jeweils zehn der vorhandenen Einer zu einem Zehner gebin-
delt werden, um eine maximal gebulndelte Menge zu erhalten.

5 Einer hinzufiigen umbiindeln

3z 7TE 3z 12E 4Z 2E

An diesem Punkt des Lernprozesses sollte diese Bundelungshandlung von den Teil-
nehmern und Teilnehmerinnen auch tatsachlich durchgeflihrt werden. Naturlich ist es
auch moglich, die Gesamtanzahl zu ermitteln, ohne die konkrete Blndelungshand-
lung vorzunehmen, indem man zum Beispiel einfach von der vorher vorhandenen
Anzahl weiterzahlt und dabei jeweils einen der hinzugekommenen Einer antippt: ,38,
39, 40, 41, 42*. Durch diese Abzahlhandlung wird aber nicht deutlich, warum die
Anzahl nun durch die Ziffernfolge , 42 symbolisiert wird. Die vorhandene Menge ist
schlieBlich strukturiert in drei Zehner und 12 Einer, nicht aber in vier Zehner und zwei
Einer. Die Verédnderungen auf der Ebene der Zahlsymbole erschlieen sich erst durch
den Bezug zu den Bundelungshandlungen: Anstelle der 3 steht eine 4, weil nun vier
Zehner vorhanden sind, und anstelle der 7 steht eine 2, weil nur noch zwei ungebun-
delte Einer vorhanden sind. Des Weiteren wird gerade durch die Handlung des BUn-
delns von zehn Einern zu einem Zehner der qualitative Unterschied zu den vorherigen
Mengenhandlungen deutlich. Manche Teilnehmer/-innen kénnen sich zudem auf das
Teilschrittverfahren nur einlassen, wenn sie den zum Zehnertbergang gehdrenden
Blndelungs- bzw. Entblindelungsprozess auf der Mengenebene verstanden haben.

Noch deutlicher wird die Notwendigkeit, Zehner und Einer miteinander in Beziehung
zu setzen, dann, wenn gefordert wird, mehr Einer von einer Menge wegzunehmen
als ungebindelt vorhanden sind. Will man zum Beispiel von vorhandenen drei Zeh-
nern und zwei Einern sechs Einer wegnehmen, so muss man einen Zehner gegen
zehn Einer eintauschen, um die entsprechende Handlung Uberhaupt vollziehen zu
koénnen.

1 Z entbiindeln 6 E wegnehmen

3Z 2E 2Z 12E 2Z 6E
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2.1.4 Orientierung im Zahlraum bis 100

Der Aspekt der raumlichen Anordnung von Zahlen

Bisher ging es darum, bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen ein grundlegendes
Verstandnis fUr die Zehner-Einer-Struktur der zweistelligen Zahlen zu entwickeln. Da
die Zahlschreibweise im Dezimalsystem auf der Idee der Bundelung von Mengenele-
menten basiert, stand dabei die Verbindung zwischen der Mengen- und der Symbo-
lebene im Mittelpunkt der Betrachtungen. Was bisher ausgeklammert wurde, ist der
Aspekt der Anordnung von Zahlen.

Obwohl die Rolle der inneren Zahlraumvorstellung fur die Entwicklung eines elaborier-
ten abstrakten Zahlbegriffs nicht abschlieBend geklart ist (vgl. DVV-Rahmencurricu-
lum Rechnen Stufe 1, S.39-42), ist doch aufféllig, dass Erwachsene mit besonderen
Schwierigkeiten im Rechnen (EbSR) oftmals nicht Uber eine Zahlvorstellung verfligen,
die ihnen eine Zahlraumorientierung in einem geometrischen Sinne ermdglicht.

Landerl und Kaufmann (2008) berichten zum Beispiel, dass ,,selbst erwachsene
Personen mit Dyskalkulie® sich oftmals bewusst vergegenwartigen missen, wel-

che Menge zum Beispiel mit dem Zahlwort ,flinfzehn“ verbunden ist, da ihnen die
Zahl ansonsten einfach ,nichts sagt” (vgl. Lander! & Kaufmann 2008, S. 110). Diese
Vergegenwartigung verlauft bei EbSR oftmals auf einer sehr konkreten Ebene, bei der
auch unwesentliche Merkmale der Mengenreprasentanten, wie Form und Farbe, mit
aufgerufen werden. Sollen mit diesen vorgestellten Mengen auch noch Operationen
vorgenommen werden, fUhrt das zu einer hohen Belastung des Arbeitsgedachtnisses
(vgl. Gray et al. 2000, S. 13).

Raumliche Beziehungen zwischen Zahlen im Sinne einer (linearen) Anordnung haben
in einer solchen konkretistischen Sichtweise keinen Platz. Um aber zum Beispiel ein
Gespur fUr die GréBenverhaltnisse von Zahlen zu entwickeln, ist eben dieser Aspekt
der Anordnung von Zahlen eine wichtige Stiitze. Aussagen wie ,die 19 liegt naher
an der 20 als die 23" sind nur dann verstandlich, wenn man Zahlen auch in einem
geometrischen Sinne als angeordnete Reihe denken kann. Mit der Ausweitung des
Zahlraums gewinnt diese geometrische Sicht auf Zahlen weiter an Bedeutung.

Der Zahlenstrahl als Stiitze fiir die Zahlraumorientierung

Ein Darstellungsinstrument, das die lineare Anordnung der Zahlen aufgreift, ist der
sogenannte ,Zahlenstrahl“, auf dem die Zahlen Ublicherweise von links nach rechts
aufsteigend &quidistant angeordnet werden:

Die Anordnung der Zahlen von links nach rechts ist dabei nicht inhaltlich begrindet,
sondern lediglich eine Konvention. Insbesondere ware auch eine Ausrichtung von un-
ten nach oben oder von oben nach unten denkbar. Die inneren Bilder, die sich Men-
schen von der Anordnung der Zahlen machen, unterscheiden sich zum Teil deutlich
von dieser linearen Anordnung (vgl. DVV-Rahmencurriculum Rechnen Stufe 1, S. 40).
Da der Zahlenstrahl im Kurs auch als Kommunikationsmittel dienen soll, ist es aber
sinnvoll, sich mit den Kursteilnehmern und Kursteilnehmerinnen auf eine einheitliche
Darstellung zu verstandigen.
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Die Zahldarstellung am Zahlenstrahl birgt einige unauflosbare Probleme, die diskutiert
werden sollten, da sie den Teilnehmern und Teilnehmerinnen friiher eventuell Schwie-
rigkeiten bereitet haben und Potential flr Missverstandnisse bergen.

Ein Problem bei der Zahldarstellung am Zahlenstrahl ist, dass nicht unmittelbar klar
ist, was genau mit den Markierungen bezeichnet wird. Ist zum Beispiel die 7 der
Punkt auf dem Zahlenstrahl oder ist sie die gesamte Strecke von der O bis zur 77
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Was hat die Strecke zwischen 2 und 9 mit der Position der 7 zu tun? Wenn die 7 und
die 9 durch den jeweiligen Punkt auf dem Zahlenstrahl reprasentiert werden, was
bedeutet dann 9 — 7?7 Was bedeutet dann, dass 7 um 2 kleiner ist als 97 Auf die
letzte Frage konnte man Antworten, dass 7 und 9 eben den Abstand 2 haben. Aber
warum werden die 7 und die 9 dann als Punkt verstanden und die 2 als Strecke?
Und was hat diese Strecke mit dem Punkt zu tun, der die 2 reprasentiert? Wenn man
es konsequent durchdenkt, so erreicht man eine konsistente Sicht nur dann, wenn
man die Zahlen am Zahlenstrahl als Strecke betrachtet. Die Vorstellung der Zahl als
Punkt auf dem Zahlenstrahl hat aber ebenfalls eine hohe Plausibilitat. Deshalb wird
man unbewusst praktisch wahrscheinlich eher eine Mischung zwischen einer Posi-
tions- und einer Streckendenkweise verwenden.

' f
l l l
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-
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Das Modell des Zahlenstrahls bringt gegenuber der Mengeninterpretation eine
Anderung der Sichtweise auf Zahlen und ihre Verhaltnisse mit sich. Wahrend es bei
der Mengenbetrachtung um Anzahlen und ein Mehr oder Weniger an Elementen
geht, geht es bei der Zahlinterpretation am Zahlenstrahl um Positionen von Zahlen
und die Entfernung dieser Positionen voneinander bzw. um Streckenlangen und

die Unterschiede dieser Streckenlangen. Auf der Mengenebene betrachtet, ist zum
Beispiel der Unterschied zwischen 9 und 7 kleiner als der zwischen 3 und 7, weil
sich die ersten beiden Mengen nur um zwei Objekte unterscheiden, die zweiten aber
um vier. Notiert man diese Zahlen an einem Zahlenstrahl, so ist es daher sinnvoll, die
7 n&her bei der 9 zu positionieren als bei der 3. Da sich zwei aufeinanderfolgende
Zahlen auf der Mengenebene immer genau um ein Mengenelement unterscheiden,
kann man die geometrischen Verhaltnisse auch genauer bestimmen: Die 3 sollte
genau doppelt so weit von der 7 entfernt sein wie die 9.

Aufgrund der analogen Strukturen kann man diese Uberlegungen auch auf die weite-
ren Dekaden Ubertragen. Schaut man sich zum Beispiel die Zahlen von 50 bis 60 an,
so wird deutlich, dass sich die Verhaltnisse aus dem ersten Zehner Ubertragen: 57 ist
genau so weit von 59 entfernt wie 7 von 9.
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Betrachtet man allerdings die relativen Unterschiede, so wird deutlich, dass es
durchaus einen Unterschied ergibt, ob man den Unterschied zwischen 7 und 9 oder
den Unterschied zwischen 57 und 59 betrachtet. Es geht also auch um ein Gespur
fur die relativen GréBendimensionen.

Zoomt man sozusagen heraus und betrachtet den Zahlraum bis 100, so Ubertragen
sich die geometrischen Verhaltnisse innerhalb des ersten Zehners entsprechend. Die
90 ist im ,MaBstab der Zehner“ genauso weit von der 70 entfernt wie im ,MafBstab
der Einer” die 9 von der 7. Die 30 ist doppelt so weit von der 70 entfernt wie die

90, weil der Unterschied zwischen 70 und 90 zwei Zehner betragt, der Unterschied
zwischen 30 und 70 hingegen vier Zehner.

| | | |
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

2

Durch diese Analogien des Aufbaus eines Hunderters aus 10 Zehnern zum Aufbau
eines Zehners aus 10 Einern ist der Zahlenstrahl als Orientierungshilfe besonders
effektiv. Die bekannten Strukturen kénnen auf groBere Zahlrdume Ubertragen werden.
Auf der konkreten Mengenebene ist zum Beispiel das GroBenverhaltnis zwischen 30
und 70 nur schwer vorstellbar. Mithilfe des Zahlenstrahls kann man sich klarmachen,
dass dieses Verhéltnis dem von 3 und 7 entspricht, was sich der Vorstellung wesent-
lich einfacher erschlief3t.

Verbindung zwischen der Reprasentation am Zahlenstrahl

und Mengenebene

Wichtig fUr die Kursteilnehmer/-innen ist es nun zu verstehen, wie die lineare Anord-
nung der Zahlen am Zahlenstrahl und die Kardinalitat von Mengen miteinander ver-
bunden sind. Dazu sollten lineare Aktivitdten am Zahlenstrahl mit dem kardinalen und
relationalen Zahlverstéandnis der Teilnehmer/-innen in Verbindung gebracht werden.

Eine Mdglichkeit, diese Verbindung herzustellen, ist es, eine Mengenreprasentation
zu wahlen, bei der die Mengenelemente ebenfalls linear angeordnet sind. Dies kann
zum Beispiel durch eine Kette mit 100 zweifarbigen Holzperlen realisiert werden.
Diese Perlen sind dabei so strukturiert, dass nach jeweils zehn Perlen ein Farbwech-
sel stattfindet, wodurch die ZehnerbUndelung hervorgehoben wird. Der Zahlenstrahl
kann dann als schematisierte Form dieser Perlenkette angesehen werden.
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Um nun den Zahlenstrahl als Hilfsmittel zum Aufbau der Zahlraumorientierung nutzen
zu kdnnen, bedarf es passender Aktivitaten, die die Zahlverhaltnisse in den Blick-
punkt der Teilnehmer/-innen ricken. Neben den oben angedeuteten systematischen
Betrachtungen des Aufbaus eines Zahlenstrahls sind die folgenden Aufgabenbeispie-
le paradigmatisch flr denkbare Fragestellungen:

¢ | assen Sie die Teilnehmer/-innen die Zahlen von O bis 10 an einem leeren Zahlen-
strahl markieren. Wie strukturieren die Teilnehmer/-innen diesen Zahlenstrahl? Sind
die Markierungen aquidistant?

e [ assen Sie die Teilnehmer/-innen analog dazu die vollen Zehner von 0 bis 100 an
einem leeren Zahlenstrahl markieren. Wie viele volle Zehner gibt es in diesem Zahl-
bereich? Welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede gibt es im Vergleich zu dem
vorherigen Zahlenstrahl? Strukturieren die Teilnehmer/-innen die Markierungen so,
dass sie aquidistant sind?

Lassen Sie die Teilnehmer/-innen 32 Perlen abzéhlen und analog dazu die 32 an
einem leeren Zahlenstrahl oder einem Zahlenstrahl mit Zehnereinteilung markieren.
Welche vollen Zehner liegen in der N&he von 327 Wie groB ist ihr Abstand von der
32?7 Wie gehen die Teilnehmer/-innen beim Abz&hlen der Perlen vor? Nutzen sie
die Zehner-Struktur, oder z&hlen sie alle Perlen einzeln ab?

FUhren Sie das Gleiche fur die 42, 52, ... aus. Was andert sich? Was bleibt gleich?

¢ [ assen Sie die Teilnehmer/-innen an einem Zahlenstrahl, auf dem nur die O und die
100 oder nur die vollen Zehner markiert sind, die ungeféhre Position der 97, 48, 25,
74, ... bestimmen. Frage: Wie sind Sie vorgegangen, um die Positionen zu finden?

¢ [ assen Sie die Teilnehmer/-innen die Position bestimmter Zahlen (48, 75, 20,
99, ...) auf einem leeren Zahlenstrahl von O bis 100 beschreiben.
Die Teilnehmer/-innen sollen dabei vielfaltige Beziehungen der Zahlen erkennen und
verbalisieren. Die 48 liegt zum Beispiel nahe an der 50, sie ist ungefahr in der Mitte
zwischen 0 und 100, ... Stellen Sie auch die Verbindung zur Mengenebene her. Auf
der Mengenebene wiirde das Obige bedeuten: 48 ist fast genau so viel ist wie 50,
48 ist ungefahr halb so viel wie 100, ...

¢ Auch einfache Spiele wie das folgende eignen sich, um die Zahlraumorientierung
zu fordern: Ein Teilnehmer/eine Teilnehmerin denkt sich eine Zahl aus. Die anderen
versuchen, diese Zahl zu ermitteln, indem sie Vermutungen anstellen. Der- oder
diejenige, der oder die sich die Zahl ausgedacht hat, gibt als Riickmeldung, ob die
Zahl groBer oder Kleiner ist als die genannte.

Neben solchen grundlegenden Orientierungstbungen sollte der Zahlenstrahl auch
zur Veranschaulichung von Addition und Subtraktion genutzt werden. Ziel dabei ist
es, dass die Teilnenmer/-innen diese Rechenoperationen neben dem Verstandnis auf
der Mengenebene auch im Sinne einer Bewegung durch den Zahlraum auffassen
koénnen.
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2.2 Addition und Subtraktion im Zahlraum bis 100

2.2.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen kennen verschiedene (Kopf-)Rechenstrategien fur die
Addition und Subtraktion im Zahlraum bis 100.

¢ Die Teilnehmer/-innen kdnnen die Ergebnisse von Additions- und Subtraktions-
aufgaben im Zahlraum bis 100 sicher im Kopf bestimmen.

2.2.2 Vorgehensweisen zur L6sung von
Additions- und Subtraktionsaufgaben

In gréBeren Zahlrdumen gibt es flr die Losung von Additions- und Subtraktionsauf-
gaben im Prinzip drei Vorgehensweisen, die in Abhangigkeit von den gegebenen
Zahlen, den verfUgbaren Hilfsmitteln und den individuellen Fahigkeiten mehr oder
weniger gut geeignet sind:

e Es gibt die Méglichkeit, die Rechenanforderungen im Kopf zu bewaltigen.

¢ Hat man Papier und Bleistift zur Hand, so kann man die schriftlichen Algorithmen
verwenden oder sich Zwischenergebnisse des Kopfrechnens notieren (,gestutztes
Kopfrechnen®).

e Des Weiteren gibt es die Mdglichkeit, einen Taschenrechner zu verwenden.

Im Folgenden werden Wege zur Erarbeitung von Rechenstrategien fur die Addition
und Subtraktion im Zahlraum bis 100 aufgezeigt. Neu gegentber dem traditionel-

len Mathematikunterricht, der fUr die Teilnehmer/-innen nicht erfolgreich war, ist die
konsequente Erarbeitung der Rechenstrategien basierend auf dem Verstéandnis der
Zehner-Einer-Struktur der zweistelligen Zahlen. Ziel der Erarbeitung dieser Strategien
ist es, dass die Teilnehmer/-innen Additionen und Subtraktionen im Zahlraum bis 100
im Kopf durchfuhren kénnen. Dieses Ziel sollte von allen Teilnehmern und Teilneh-
merinnen erreicht werden, da solche Rechnungen zum Beispiel im taglichen Umgang
mit Geld eine wichtige Rolle spielen. Darlber hinaus wird flr die Erarbeitung des
kleinen Einmaleins die Fahigkeit zur sicheren Addition und Subtraktion im Zahlraum
bis 100 bendtigt (vgl. Multiplikation).

Die Grundgedanken der Kopfrechenstrategien lassen sich auch auf gréBere Zahl-
rdume Ubertragen. Inwieweit das noch ein Thema im Kurs sein soll, sollten Sie von
der Motivationslage der Teilnehmer/-innen abhéngig machen. Es erscheint eher nicht
notwendig, dass die Teilnehmer/-innen drei- und mehrstellige Zahlen im Kopf addie-
ren und subtrahieren kdnnen. Von genereller Bedeutung in gréBeren Zahlrdumen ist
aber die Fahigkeit, die ungeféhre GréBenordnung eines Ergebnisses einschatzen zu
kénnen, wenn es zum Beispiel auf ein exaktes Ergebnis gar nicht ankommt oder man
sich zunachst einen groben Uberblick verschaffen méchte. Die Fahigkeit zum tber-
schlagenden Rechnen sollte daher in jedem Kurs vermittelt werden. Uberschlags-
rechnungen in gréBeren Zahlrdumen sowie die Rolle der schriftlichen Rechenverfah-
ren werden in den nachfolgenden Kapiteln diskutiert.
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2.2.3 Kopfrechenstrategien fiir die Addition und Subtraktion

Das Scheitern des zdhlenden Rechnens in gréBeren Zahlrdumen

FUr manche der Kursteilnehmer/-innen werden Zahlstrategien der einzige Weg sein,
auf dem sie Rechenanforderungen im Zahlraum bis 100 ohne weitere Hilfsmittel
bewaltigen kdnnen. In kleinen Zahlraumen sind Z&hlstrategien trotz aller mit innen
verbundenen Probleme (vgl. DVV-Rahmencurriculum Rechnen Stufe 1, Abschnitt 1.3,
S.30 ff.) zum Teil zumindest dahingehend zielfiihrend, dass mit innen korrekte Er-
gebnisse erzielt werden. Das andert sich, wenn Zahlen groBer werden. Wahrend es
noch mit einigermafBen ertraglichem Aufwand moglich ist, die Ergebnisse des kleinen
Einspluseins und Einsminuseins zahlend zu ermitteln, ist das je nach Zahlstrategie bei
Aufgaben im Zahlraum bis 100 kaum noch moglich. Um ein Gefuhl dafir zu bekom-
men, welch enorme Konzentration dazu erforderlich ist, versuchen Sie einmal eine
Aufgabe wie 73 — 45 durch Zahlen in Einerschritten zu I6sen. Die Teilnehmer/-innen
mussen sich daher Strategien erarbeiten, mit denen sie Rechenanforderungen auf
effektivere Weise |6sen kdnnen.

Voraussetzungen fiir die Ablésung von Zahlstrategien im Zahlraum bis 100
Um sich im Zahlraum bis 100 von Zahlstrategien I6sen zu kdnnen, bedarf es im Prin-
Zip nur zweier Voraussetzungen. Zum einen mussen die Teilnehmer/-innen Zahlen im
Zahlraum bis 20 sicher addieren und subtrahieren kénnen. Dies war Inhalt von Stu-
fe 1, in dem die Kursteilnehmer/-innen sich verschiedene nichtzahlende Strategien
fur die Addition und Subtraktion im Zahlraum bis 20 erarbeitet haben. Zum anderen
mussen die Teilnehmer/-innen den Aufbau zweistelliger Zahlen verstanden haben.
Was dazu nétig ist, wurde in Stufe 1 dargestellt.

Einige Beispiele zur Verdeutlichung:

e Rechnungen wie 70-50, 10 + 60, ... oderauch 37 -5, 63 + 4, ... kdnnen
durch die Anwendung dekadischer Analogien leicht geldst werden, wenn man die
Zerlegungen der sieben beherrscht.

¢ Wenn man Aufgaben wie 8 + 7 oder 12 — 8 mit dem Teilschrittverfahren I6sen
kann, dann kann man dieses Vorgehen auch auf Aufgaben wie 28 + 7, 38 + 7
usw. Ubertragen. Um dies verstandig zu tun, muss man allerdings den Aufbau der
zweistelligen Zahlen aus Zehnern und Einern und die dadurch bedingten Analogien
verstanden haben.

¢ Die Kombination dieser beiden Vorgehensweisen ermdglicht es, beliebige Aufga-
ben aus dem Zahlraum bis 100, wie etwa 28 + 57 oder 62 — 28 zu I6sen.

Viele Wege fiihren zum Ziel

Auf Grundlage ihres Verstandnisses fur den Aufbau der Zahlen kénnen die Teilneh-
mer/-innen die im Zahlraum bis 20 erarbeiteten Rechenstrategien auf verschiedene
Weise auf den Zahlraum bis 100 Ubertragen. Aufgaben wie zum Beispiel 27 + 48
oder 63 — 57 kdénnen auf ganz unterschiedliche Weise geldst werden. Einige dieser
Mdglichkeiten werden im Folgenden inklusive einer maglichen (Uberspitzt formulier-
ten) Denkweise exemplarisch dargestellt:
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Schrittweises Rechnen

Man kann einen der Summanden zerlegen und schrittweise zum anderen Summan-
den hinzufigen. Dabei sind unterschiedliche Zerlegungen méglich. Welche tatséch-
lich genutzt wird, hangt stark vom individuellen Zahlbeziehungswissen ab.

e 27 + 48: ,27 + 40 sind 67. Bis zur 70 fehlen noch 3. Dann bleiben von den 8 noch
5 Ubrig, die ich hinzufligen muss. Also sind es 75.°
Oder auch: ,,27 + 3 sind 30. Es bleiben noch 45, die ich hinzufigen muss. 30 + 40
sind 70 und 70 + 5 sind 75.°

e 63 - 57: ,63 - 50 sind 13. 13 — 3 ist zehn. Von den zehn muss ich noch vier
abziehen, damit ich 57 abgezogen habe. Also ist 63 — 57 gleich 6.
Oder auch: ,,63 — 3 ist 60. Ich muss noch 4 Einer abziehen. 60 — 4 ist 56.
AnschlieBend muss ich noch die 50 abziehen. 56 — 50 ist 6.
Also ist 63 — 57 gleich 6.

In der Literatur wird ein solches Vorgehen als ,schrittweises Rechnen® oder auch

» leilschrittverfahren” bezeichnet. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass es sowohl
bei der Addition als auch bei der Subtraktion unabhangig von den gegebenen Zahlen
stets anwendbar ist. Im Sinne einer Bewegung durch den Zahlraum lasst sich das
schrittweise Rechnen auch sehr suggestiv an einem (leeren) Zahlenstrahl veran-
schaulichen.

Im Gegensatz zum ,vollstdndigen” Zahlenstrahl dient der leere Zahlenstrahl le-
diglich der groben Orientierung und der einfachen Notation der Zwischenschritte
des Rechenweges. Es kommt hier nicht auf eine verhaltnisgetreue Anordnung der
Zahlen an.

+ 40 +3 +5
e e
| — | -
27 67 70 75
| | | —
6 10 13 63
\\_/\\_/‘¥/
-4 -3 -50

Stellenweises Rechnen
Man kann zun&chst die Zehner und Einer getrennt betrachten und die Teilergebnisse
anschlieBend addieren.

e 27 + 48: ,2 Zehner und 4 Zehner sind 6 Zehner. 7 und 8 sind 15. Also noch ein
Zehner mehr und 5 Einer. Insgesamt sind es also 7 Zehner und 5 Einer. Also 75.“

e 65 - 52: .6 Zehner minus 5 Zehner ist 1 Zehner. 5 Einer minus 2 Einer sind 3 Einer.
Insgesamt bleiben also 1 Zehner und 3 Einer Ubrig. Also 13."

® 63 - 57: ,6 Zehner minus 5 Zehner ist 1 Zehner. Ich habe nur 3 Einer. Deshalb
kann ich zunachst auch nur drei wegnehmen. Die restlichen 4 Einer nehme ich von
dem einen Zehner weg. Dann bleiben 6 Einer Ubrig.”
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Dieses Vorgehen wird in der fachdidaktischen Literatur auch als ,Stellenwerte extra®
oder ,Zehner extra, Einer extra“ bezeichnet. Bei Aufgaben ohne Stellenwertlibergang
ist ,Stellenwerte extra“ relativ problemlos anwendbar. Bei der Subtraktion ergibt sich
allerdings die Schwierigkeit, dass die Teilergebnisse addiert werden mussen. Bei
Aufgaben mit Stellenwertlibergang ist insbesondere die Subtraktion problematisch,
wie das Beispiel zeigt. Eine komplett getrennte Betrachtung der Stellenwerte ist dann
nicht méglich. Dadurch entstehen oftmals systematische Fehler, wie weiter unten
noch naher erlautert wird. Ebenso gibt es keine einleuchtende Moglichkeit, das stel-
lenweise Rechnen in Reinform an einem Zahlenstrahl zu veranschaulichen.

Nutzen von Hilfsaufgaben
Man kann zum Beispiel die Nahe eines der Summanden zu einem vollen Zehner aus-
nutzen, weil Rechnungen mit vollen Zehnern besonders einfach durchzuflihren sind:

e 27 +48: ,27 + 50 sind 77. Das sind aber 2 zu viel. Also ist das Ergebnis 75.°

® 63 - 57:,63 - 60 ist 3. Dabei habe ich aber 3 zu viel abgezogen. Also muss ich
wieder 3 dazutun. Also ist 63 — 57 gleich 6.

Dieses Vorgehen wird in der Regel als ,Hilfsaufgabe” bezeichnet und kann eine groBe
Rechenerleichterung sein. Allerdings ist fur ihre Anwendung bereits ein gewisser
»Zahlenblick* notwendig. Man muss zum Beispiel zundchst erkennen, dass die 48
nahe an der 50 liegt. Des Weiteren muss man dann die Rechnung 27 + 50 auch
tatsachlich problemlos durchfiihren kénnen. Und zuletzt muss man sich auch noch
Uberlegen, wie sich die Verdnderung der Zahlen auf das Ergebnis auswirken und wie
man diese Veranderungen wieder korrigieren kann.

Gerade im Hinblick auf den letzten Punkt bietet die Darstellung am Zahlenstrahl eine
sehr suggestive Moglichkeit, sich die Situation klarzumachen.

+ 50

27 75 77

Ergédnzen

Subtraktionsaufgaben kann man auch erganzend l6sen. Man bestimmt die Differenz
der gegebenen Zahlen dann nicht, indem man die eine von der anderen abzieht,
sondern indem man sozusagen den Abstand der beiden Zahlen ,ausmisst®. Dieses
Ausmessen kann vorwarts oder rlickwarts geschehen.

e 63 — 57: Vorwarts-Erganzen: ,Von 57 bis 60 sind es 3. Von 60 bis 63 sind es
auch 3. Also ist 63 — 57 gleich 6.
Ruckwarts-Ergénzen: ,Von 63 bis 60 sind es 3. Von 60 bis 57 sind es auch 3.
Also ist 63 — 57 gleich 6.

66

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 2
]

Das Erganzen bietet sich insbesondere dann an, wenn die Zahlen dicht zusammen
liegen, oder auch dann, wenn eine der Zahlen nah an einem vollen Zehner liegt. Auch
beim Herausgeben des Wechselgeldes an der Kasse greift man oftmals auf die Diffe-
renzbestimmung durch Vorwarts-Ergénzen zurlck.

Dem Erganzen liegt eine andere Sicht auf die Subtraktion zugrunde als die bisher im
Kurs dominante Sicht. Bisher wurde die Subtraktion vorwiegend als Extraktion einer
Teilmenge aus einer gegebenen Menge bzw. die Rickwartsbewegung im Zahlraum
gedeutet. 7 — 4 = 3 bedeutet dann:

4 Pldttchen wegnehmen

» Es sind 7 Plattchen. Wenn man 4 Pldttchen wegnimmt,
bleiben 3 Pléttchen (brig*“

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

~Wenn man von 7 um 4 zuriickgeht gelangt man zur 3*

Das Erganzen hingegen stellt auf der Mengenebene die Frage, um wie viele Elemen-
te sich zwei Mengen unterscheiden bzw. wie viele Elemente noch fehlen, bis eine
bestimmte Anzahl erreicht ist. Auf der Ebene des Zahlenstrahls stellt die ergédnzende
Sichtweise die Frage, wie weit die beiden Zahlen voneinander entfernt sind. Es geht
sozusagen um eine Abstandsmessung. Die Deutungen von 7 — 4 = 3 sind dann
entsprechend die folgenden:

v 9 w9 @

» Es sind 7 rote Plattchen und 4 blaue. Also gibt es von den blauen 3 Pléttchen
weniger als von den roten (bzw. von den roten 3 Pldttchen mehr als von den blauen.”

| | | ] | | | | | | o
I | | I I I I I I =

5 6 7 8 9 10 11 12 13
»VYon der 4 bis zur 7 sind es 3 (Zadhlschritte)*

o
-y
N
w
S

Der Abstand von 4 und 7 betragt also 3. Hat man die Subtraktion auch im Sinne
einer Abstandsmessung verstanden, bietet die Darstellung am leeren Zahlenstrahl
wiederum eine anschauliche Moglichkeit, sich die Situation zu verdeutlichen.

\j

Diese exemplarische Darstellung mdglicher Vorgehensweisen ist keineswegs um-
fassend. Sie soll lediglich einen Einblick in die Vielfalt der moglichen Lésungswege
geben. Die Oberbegriffe, unter denen die Vorgehensweisen subsummiert wurden,
sollen den Kern des Vorgehens wiedergeben. Diese Oberbegriffe entstammen der
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Fachdidaktik und dienen dort in erster Linie dazu, Untersuchungsergebnisse zu
strukturieren und die Kommunikation innerhalb der fachdidaktischen Kommunitat
zu erleichtern. Sie geben nicht die gesamte Bandbreite der mdglichen Denkweisen
wieder. Was zum Beispiel in der Literatur unter dem Begriff ,Schrittweises Rechnen®
zusammengefasst wird, kann im Detail deutlich unterschiedliche Auspragungen ha-
ben, wie schon an den beiden obigen Beispielen deutlich wird.

Wie bereits dargestellt, haben die Teiinehmer/-innen durch die Auseinandersetzung
mit dem Aufbau der zweistelligen Zahlen und den Rechenstrategien im Zahlraum bis
20 die nétigen Voraussetzungen, um auch in gréBeren Zahlraumen nichtzahlende
Rechenstrategien anzuwenden. Dennoch sollte zu Beginn bestandig und auch spé-
ter immer mal wieder eine Anbindung der Rechnungen an die Mengenebene erfolgen
— sei es um aus den Mengenhandlungen Rechenstrategien abzuleiten, sei es um die
Korrektheit von Ergebnissen oder Vorgehensweisen zu Uberprifen oder um anderen
das eigene Vorgehen verstandlich zu machen.

2.2.4 Umgang mit verschiedenen Rechenstrategien

In Abhangigkeit von den gegebenen Zahlen und dem individuellen Wissen sind die
verschiedenen Strategien unterschiedlich gut geeignet, um eine Aufgabe zu l6sen.
Bei der 0.g. Aufgabe 27 + 48 bietet sich zum Beispiel aufgrund der Nahe der , 48
zur ,50% der Weg Uber eine Hilfsaufgabe an. Noch deutlicher werden die Unterschie-
de hinsichtlich der Effektivitat bei der Subtraktion. Die Differenz von 91 und 89 lasst
sich ermitteln, indem man schrittweise 89 von 91 subtrahiert. Dieser Rechenweg
fUhrt eventuell zu einem korrekten Resultat, ist aber sehr aufwandig. Macht man sich
dagegen klar, dass 91 genau zwei mehr sind als 89, gibt es im Grunde gar nichts zu
rechnen, denn genau diese zwei bleiben Ubrig, wenn man die 89 abzieht.

Fur Sie als Kursleiter/-in kommt es zum einen darauf an, die von lhren Kursteilneh-
mern und Kursteilnehmerinnen verwendeten Strategien inhaltlich zu durchdringen,
um angemessene Rickmeldungen geben zu kénnen, eine Diskussion zwischen den
Kursteilnehmern und Kursteilnenmerinnen anleiten zu kénnen und diese zu einer
Reflexion ihrer Vorgehensweise zu bringen. Zum anderen kann es naturlich auch
angebracht sein, dass Sie selbst Rechenstrategien in die Diskussion einbringen.

Der flexible Rechner als Leitbild

FUr die Kursteilnehmer/-innen kommt es darauf an, ein Repertoire an Rechenstrate-
gien zu erwerben, mit denen sie rechnerische Anforderungen bewaltigen kénnen.
Das Leitbild ist dabei der ,flexible Rechner®, der eine Aufgabe in Abhéngigkeit von
den Gegebenheiten auf effektive Weise I6sen kann.

Die Frage ist, wie Lernprozesse so gestaltet werden kdnnen, dass die Teilneh-
mer/-innen dem Leitbild des flexiblen Rechners ndher kommen. lhre Aufgabe als
Kursleiter/-in ist es, zun&chst daflr zu sorgen, dass die Teilnehmer/-innen Uberhaupt
ein Bewusstsein daflr entwickeln, dass es sehr unterschiedliche Wege gibt, eine Re-
chenanforderung zu bewéltigen. Dazu ist es notig, dass unterschiedliche Strategien
im Kurs prasent sind. Das kann man zum Beispiel dadurch erreichen, dass die Teil-
nehmer/-innen sich gegenseitig erklaren, auf welche Weise sie eine Aufgabe 16sen.
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In einem weiteren Schritt geht es darum, die unterschiedlichen Rechenwege hinsicht-
lich ihrer Effektivitat zu vergleichen. Dazu sollten die unterschiedlichen Rechenwege
miteinander in Beziehung gesetzt werden. Ziel ist es, dass die Teilnehmer/-innen
verstehen, aus welchem Grund eine Vorgehensweise bei einer bestimmten Aufgabe
effektiv oder weniger effektiv ist. Erst dieses In-Beziehung-Setzen der Lésungswege
mit den Charakteristika der Aufgabe macht es moglich, Losungsstrategien reflektiert
auf andere Aufgaben zu Ubertragen.

Mathekonferenzen als methodischer Rahmen

Als methodischer Rahmen flr den beschriebenen Prozess kann eine sogenannte
»Mathekonferenz” dienen. Dabei sollen sich die Teilnehmer/-innen in einer ersten
Phase selbstandig mit ausgewahlten Aufgaben auseinandersetzen, um eine Grund-
lage fur die Diskussion zu schaffen. In dieser Phase haben Sie als Kursleiter/-in

die Gelegenheit, sich ein Bild von den Vorgehensweisen der Teilnehmer/-innen zu
machen. Dabei kbnnen Sie bereits die in der Gruppe vorhandenen Lésungswege
ausmachen, die in der anschlieBenden Diskussion aufgegriffen werden kénnen.
Interessant sind dabei gerade auch fehlerhafte Losungen. lhre Besprechung bietet
ein hohes Erkenntnispotenzial flir die Gruppe.

In einer zweiten Phase stellen die Teilnehmer/-innen ihre Lésungswege den anderen
Teilnehmern und Teilnehmerinnen vor. Die unterschiedlichen Losungswege werden
zunachst einmal gesammelt, ohne eine Bewertung ihrer Effektivitat vorzunehmen.
Erst nach der Sammlung aller Losungswege findet in einer dritten Phase eine Diskus-
sion darlber statt, welche Losungswege fur die entsprechende Aufgabe besonders
effektiv sind und warum.

Mathekonferenzen haben somit drei Hauptfunktionen. Flr denjenigen, der sein
Vorgehen vorstellt, bietet die Mathekonferenz zum einen die Moglichkeit, Wertschat-
zung fur seine Ideen zu erhalten. Zum anderen kann die Darstellung des eigenen
Vorgehens gegentber anderen auch dazu beitragen, dieses Vorgehen selbst inhalt-
lich noch einmal tiefer zu durchdringen. FUr denjenigen, der die Rechenstrategie
eines anderen nachvollzieht, ergibt sich die Moglichkeit, sein eigenes Repertoire an
Vorgehensweisen zu erweitern. Sie als Kursleiter/-in erhalten dartber hinaus einen
Einblick in die Denkweise der Teilnehmer/-innen und somit einen Zugriff auf mogliche
Verstandnisllcken.

Das Erkenntnispotenzial von fehlerhaften L6sungen

Fehlerhafte Losungen entstehen in der Regel nicht ,wahllos”. Sie folgen oftmals
einem Muster, das auf der Anwendung eines selbst konstruierten, fehlerhaften
Rechentricks basiert. In der Anwendung dieses Rechentricks &uBert sich dann ein
grundlegendes Fehlverstandnis.

So kann man zum Beispiel bei Grundschulkindern haufig beobachten, dass sie

bei Subtraktionsaufgaben mit Stellenwertlibergang systematisch stellenweise die
kleinere von der gréBeren Ziffer abziehen. Um zum Beispiel das Ergebnis von 53 — 28
zu ermitteln, rechnen sie 5 — 2 = 3 und 8 — 3 = 5 und erhalten so 35 als Ergebnis.
Dieses Vorgehen ist insofern rational begriindet, als es bei Aufgaben ohne Stellen-
wertibergang immer zum richtigen Ergebnis fuhrt. In einem solchen Vorgehen zeigt
sich aber auch, dass diese Kinder auf der inhaltlichen Ebene noch nicht verstanden
haben, was ihre Rechnungen bedeuten.
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Es ist davon auszugehen, dass viele der Kursteilnehmer/-innen sich im Verlauf ihrer
Schulzeit und auch im spateren Leben mit einer Vielzahl solcher Tricks Uber Wasser
gehalten haben. Diese Tricks haben manchmal zu richtigen Ergebnissen gefthrt und
manchmal nicht — aber immerhin. Was ,mathematischen Analphabeten” jedoch stets
verborgen blieb, war, aus welchem Grund ihre Rechentricks manchmal funktionierten
und manchmal nicht. Rechnen verkommt dann zu einer Art Ratespiel, das scheinbar
keinen rationalen Regeln folgt.

Diese Erfahrung sollte sich im Kurs nicht wiederholen. Stattdessen sollten Sie ver-
suchen, systematische Fehler der Teilnehmer/-innen produktiv zu nutzen, indem Sie
diese auf der inhaltlichen Ebene diskutieren. Wer sich zum Beispiel auf der Mengen-
ebene klar macht, was 53 — 28 bedeutet, dem wird deutlich, dass die obige Rech-
nung nicht zielfihrend ist.

Ein spielerischer Zugang

Es gibt eine Vielzahl an einfachen Spielen, wie zum Beispiel ,Elf nimmt* oder ,Lobo
77", bei denen Additionen und Subtraktionen im Zahlraum bis 100 durchgefihrt
werden mussen. Diese bieten eine hervorragende Mdéglichkeit, die Routinisierung des
Kopfrechnens auf interessante Weise zu unterstitzen.

2.3 Mehrstellige Zahlen verstehen

2.3.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen die Idee der fortgesetzten (Zehner-)Bindelung als
Grundlage der Anzahldarstellung im Dezimalsystem.

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen die Idee des Stellenwerts als grundlegende Idee
der Zahlschreibweise im Dezimalsystem und erkennen die Korrespondenz zur
fortgesetzten Zehnerblndelung.

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen den Zusammenhang zwischen Mengen, der sym-
bolischen Zahldarstellung und der verbalen Zahlbezeichnung.

e Die Teilnehmer/-innen kénnen sich im Zahlraum bis 1000 orientieren. Sie nutzen die
Uberlagerte 1000er-Struktur des Dezimalsystems, um GréBenverhaltnisse beliebig
groBer Zahlen auf die Verhaltnisse im Zahlraum bis 1000 zurtckzufGhren.

¢ Die Teilnehmer/-innen kédnnen die GréBenordnung des Ergebnisses von Additionen
und Subtraktionen abschétzen.
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2.3.2 Grundlagen fiir das Verstandnis mehrstelliger Zahlen

Die Idee der mehrfachen Biindelung

Jenseits der 99 kommt im dezimalen Stellenwertsystem die Idee der mehrfachen
Blndelung ins Spiel. Die Zahl 99 reprasentiert neun Zehnerbiindel und neun Einer.
Kommt nun ein weiteres Mengenelement hinzu, so lassen sich die dann vorhande-
nen Einer zu einem weiteren Zehner bundeln. Es sind dann zehn Zehner vorhanden.
Hinsichtlich der Notation passiert hier zunachst einmal scheinbar nichts Neues: ,Hin-
ten® werden die nicht vorhandenen ungebundelten Einer durch eine Null reprasen-
tiert, und ,vorne® stehen die zehn Zehner. Erst die Benennung der Zahl als ,einhun-
dert” gibt einen Hinweis darauf, dass sich an dieser Stelle hinsichtlich der Sicht auf
die Zahl qualitativ etwas andert: Die zehn Zehner werden wiederum zu einer neuen
Denkeinheit vereinigt — dem Hunderter.

Problematisch an dieser Stelle ist, dass es nun zumindest drei verschiedene Sicht-
weisen auf das Zahlsymbol , 100 gibt. ,,100" kann gedacht werden als 100 einzelne
Objekte, ,, 100" kann gedacht werden als zehn Zehner und ,, 100" kann gedacht wer-
den als ein Hunderter. Bei manchen Zahlen wird diese unterschiedliche Sichtweise
auch durch die Zahlbezeichnung deutlich. So wird zum Beispiel die Zahl ,1900% im
Kontext von Jahreszahlen Ublicherweise als ,neunzehnhundert” bezeichnet, ansons-
ten spricht man eher von ,eintausendneunhundert®. An diesem Beispiel wird bereits
der erneute Bruch in der Zahlbenennung deutlich. Nach der Logik der invertierten
Zahlbenennung der Zahlen bis 99 wirde ,,neun-zehn-hundert” die Zahl 119 bezeich-
nen.

Auch wenn es zunachst vielleicht sehr aufwéndig erscheint, sollten Sie die unter-
schiedlichen Sichtweisen auf mehrstellige Zahlen mit den Teilnehmern und Teilneh-
merinnen anhand von konkreten Mengen thematisieren. Geben Sie den Teilnehmern
und Teilnehmerinnen zum Beispiel eine groBe Menge an Steckwdurfeln, z.B. 123.
Lassen Sie die Teilnehmer/-innen zunéchst schatzen, wie viele es sind. AnschlieBend
sollen sie die genaue Anzahl ermitteln und diese Anzahl aufschreiben. Die Frage ist
nun, was die Ziffern 1, 2 und 3 mit der Anzahl der Objekte zu tun haben. Auf Grund-
lage der zuvor erarbeiteten Idee der Bundelung zu Zehnern ist zunachst eine Inter-
pretation als zwolf Zehner und drei Einer naheliegend.

Was neu hinzukommt, ist die Idee der fortgesetzten Blndelung. Zehn der zwdlf Zeh-
ner kdnnen zu einem Bundel hdherer Ordnung zusammengefasst werden. Dadurch
entsteht ein ,Zehner-Zehner" bzw. Hunderter.
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Mit der entstandenen Strukturierung der Menge lasst sich das Zahlsymbol ,123“ als
Notation der Anzahl der vorhandenen Hunderterbtndel, Zehnerbtndel und Einer
verstehen. Aufgrund der fortgesetzten Blindelung geht mit der Notation dreistelliger
Zahlen also eine Zerlegung der Zahl in drei Teile einher. Dies spiegelt sich auch in der
dreigliedrigen Bezeichnung der Zahl als ,einhundert-drei-und-zwanzig“ wider. Mithilfe
der Séguin-Montessori-Zahlenkarten lassen sich auch dreistellige Zahlen im Wortsinn
»=aufbauen®:

einhundert \ 0 0 -
drei 3 > \ 2 3 einhundert-drei-und-zwanzig
zwanzig 2 0

Um den Gedanken der mehrfachen Biindelung und seine Bedeutung flir die Zahino-
tation zu verdeutlichen, ist auch die Notation in einer Stellenwerttafel hilfreich, da sich
die unterschiedlichen Sichtweisen bzw. Blindelungen hier auch in einer unterschiedli-
chen Notation niederschlagen.

Darstellungen verschiedener Bundelungen der 123 in der Stellenwerttafel:

H V4 E
1 2
12 3
123

Dass die erneute Bundelung zu einem Hunderter wiederum erfolgt, wenn zehn
Zehner vorhanden sind, ist Ubrigens keine Notwendigkeit, sondern der Logik des
Dezimalsystems geschuldet. So werden zum Beispiel Eier in Waben zu je zehn abge-
packt. Es gibt aber keinen Grund daflr, die Kisten, in denen diese Waben verschickt
werden, auch mit jeweils zehn Waben zu bestlicken. Anders ist es bei der Bundelung
im Dezimalsystem. Die Bundelung erfolgt stets bei zehn Objekten einer Bliindelungs-
stufe, weil auf diese Weise fUr jeden Stellenwert die gleiche Anzahl an Ziffern bendtigt
wird. Durch dieses Konstruktionsprinzip reichen die Ziffern ,0“ bis ,9“ aus, um jede
beliebige Anzahl darzustellen.

Die Rolle der Null

Bei der Zahinotation im Stellenwertsystem hangt die Bedeutung einer Ziffer von ihrer
Position innerhalb einer Zahl ab. Aus diesem Grund ist es nétig, auch unbesetzte
Stellenwerte zu kennzeichnen, wenn es noch gréBere Stellenwerte gibt, die besetzt
sind. Im dezimalen Stellenwertsystem werden die unbesetzten Stellenwerte durch
eine Null gekennzeichnet.

Diese Bedeutung der Null fir den Wert einer Zahl erschlief3t sich erst, wenn man
die Grundideen der Zahinotation im Stellenwertsystem bereits verstanden hat und
weiB, dass die Ziffern auf den einzelnen Stellenwerten die Anzahl der Bundel einer
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bestimmten Blndelungsstufe beschreiben. Die Teilnehmer/-innen werden sich dieser
Platzhalterfunktion der Null in der Regel nicht bewusst sein. Sie assoziieren mit ,null”
vielleicht ,nichts” oder ,die Zahl, die beim Ruckwartszahlen als letztes kommt*. In
Zahlen wie 20, 300 oder 1024, werden sie die Null wahrscheinlich einfach als Teil der
Schreibfigur angesehen, nicht aber ihre Bedeutung flir den Wert der Zahl reflektiert
haben. Es gilt daher, bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen durch die Ausein-
andersetzung mit geeigneten Beispielen ein Bewusstsein fur die Funktion der Null
innerhalb einer Zahl zu entwickeln.

Um die Notwendigkeit der Kennzeichnung unbesetzter Stellenwerte herauszuarbei-
ten, bietet sich die Kontrastierung mit der Zahinotation in einer Stellenwerttafel an.

In der Stellenwerttafel ist wegen der expliziten Bezeichnung der Stellenwerte eine
Kennzeichnung unbesetzter Stellenwerte nicht notwendig. So lasst sich die folgende
Zahldarstellung ohne weiteres als Symbolisierung von zwei Hundertern und sechs
Einern deuten. Dabei spielt es keine Rolle, dass die Bluindelungsstufe der Zehner
nicht besetzt ist.

Anders sieht es aus, wenn die gleiche Anzahl ohne die Stellenwerttafel festgehalten
werden soll. Dann reichen die Ziffern 2 und 6 allein nicht mehr aus. Auch die nicht
vorhandenen Zehner miussen nun dargestellt werden, damit die Hunderter Uberhaupt
als solche notiert werden kénnen.

Sie kdnnen das mit den Teilnenmern und Teilnehmerinnen zum Beispiel thematisie-
ren, indem Sie die Aufgabe stellen, die gleiche Anzahl einmal mit und einmal ohne
Stellenwerttafel darzustellen. Wenn die Zahl dann auch ohne Stellenwerttafel als ,26*
aufgeschrieben wird, ergibt sich der Gesprachsanlass unmittelbar, wenn man ver-
sucht, den beiden Zahldarstellungen die entsprechenden Mengen zuzuordnen. Wenn
die Zahl korrekt als ,206" aufgeschrieben wird, sollten Sie nachhaken, aus welchem
Grund denn nun die 2 und die 6 fur die Darstellung nicht mehr ausreichen, was die
Null in der 206 bedeutet und aus welchem Grund man sie bei der Zahldarstellung in
der Stellenwerttafel nicht bendtigt.

Benennung dreistelliger Zahlen

Neben der neuen Idee der mehrfachen Blndelung auf der Mengenebene ergibt sich
bei den dreistelligen Zahlen auch durch die Zahlbenennung eine Verstandnishurde.
Manche Kinder setzen zum Beispiel die Zahlwortreihe bei 100 folgendermalen fort:
»-- 98, 99, hundert, ein-hundert, zwei-hundert, drei-hundert, ...". Offenbar z&hlen
diese Kinder also ab der 100 nicht mehr in Einerschritten, sondern in Hunderter-
schritten: ..., 98, 99, 100, 200, 300, ...“. Fordert man die Kinder aber auf, die
Zahlen, die sie gerade aufgesagt haben, einmal aufzuschreiben oder die entspre-
chenden Mengen zu legen, so zeigt sich, dass sie mit ihren Zahlworten etwas ganz
anderes meinen, namlich die Zahlen ..., 98, 99, 100, 101, 102, 103, ... Diese Kinder
Ubertragen die Regel ,sprich die Zahlen von hinten®, die sie von den zweistelligen
Zahlen kennen, auch auf die dreistelligen Zahlen: So wie die Zahl ,23" mit ,drei-und-
zwanzig“ bezeichnet wird, musste es dieser Logik folgend auch ,,drei(-und-)hundert*
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heiBen, wenn man ,103" meint. Wenn die Teilnehmer/-innen diesen ,Fehler” machen
oder friher gemacht haben, dann sollte ihnen deutlich gemacht werden, dass sie da-
bei streng logisch agiert haben, dass die Konvention hier also lediglich einer anderen
Logik folgt. Die mehrfachen logischen Briche in der Zahlbenennung mdgen manche
Teilnehmer/-innen gerade deshalb verwirrt haben, weil die gangige Behauptung ist,
dass die Mathematik logisch sei.

Diese Fortsetzung des Musters der Benennung zweistelliger Zahlen lasst die erneu-
ten Brliche besonders deutlich hervortreten, die sich beim Ubergang zur Benennung
dreistelliger Zahlen vollziehen. Wahrend die zweistelligen Zahlen in der Regel inver-
tiert gesprochen werden (,drei-und-zwanzig“ statt ,zwanzig-und-drei®), wird nun

der Hunderter-Anteil von dreistelligen Zahlen zuerst benannt. Die Zahl ,123“ zum
Beispiel wird daher nicht als ,drei-und-zwanzig-(und-)einhundert” bezeichnet, wie

es nach der Logik der invertierten Sprechweise heiBen musste, sondern als ,ein-
hundert-drei-und-zwanzig“. Es findet also eine doppelte Anderung der Leserichtung
statt.

Des Weiteren wird die Anzahl der Hunderter im Gegensatz zur Anzahl der Zehner
explizit benannt. Zwei Hunderter werden zum Beispiel mit ,zwei-hundert” bezeich-
net, zwei Zehner aber nicht mit ,zwei-zehn* sondern mit ,zwanzig“. Obwohl die
Benennung des Hunderter-Anteils also eigentlich transparenter ist, lauern hier doch
potenzielle Schwierigkeiten. Wie aus dem obigen Beispiel deutlich wird, ist es nicht
unbedingt selbsterklarend, dass mit ,hundert” und ,einhundert” die gleiche Zahl ge-
meint ist. Wer aber schon hier immer wieder unsicher ist, ob es sich bei ,einhundert”
nun um 100 oder 101 handelt, oder ob vielleicht auch beides gemeint sein kann, der
wird auch Schwierigkeiten haben, andere Zahlworte korrekt zu interpretieren. Han-
delt es sich zum Beispiel bei ,zwei-hundert® um ,zwei und 100“, wie es die Analo-
gie zu ,zwei-und-dreiBig“ nahe legt, oder um zwei Hunderter? Handelt es sich bei
»Zwei-hundert” und ,hundert-zwei“ um die gleiche Zahl?

Man kann sich leicht ausmalen, dass die Bedeutung eines Zahlwortes wie ,,zwei-hun-
dert-sechs-und-funfzig“ fUr jemanden, der diese Briiche in der Zahlbenennung nie als
solche wahrgenommen hat, ein Buch mit sieben Siegeln bleibt. Wer die Konventio-
nen der Zahlbenennung nicht verstanden hat, dem erschlief3t sich unter Umstanden
nicht, was ,zwei“, ,hundert®, ,sechs” und ,funfzig“ mit dem Zahlsymbol 256 zu tun
haben, verweisen die Zahlworte flr sich genommen doch auf etwas anderes, nam-
lich auf 2, 100, 6 und 50.

Um solche Missverstandnisse aufzuklaren und den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
die daraus resultierenden Unsicherheiten zu nehmen, sollten die Regelhaftigkeiten
der Zahlbenennung und die dabei auftretenden logisch-konstruktiven Briche im Kurs
explizit thematisiert werden. Um die Zahlbezeichnungen mit Inhalt zu fullen, sollten
dabei stets die Mengenebene, die Symbolebene und die verbale Ebene miteinander
verknupft werden.
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2.3.3 Orientierung im Zahlraum bis 1000

Der Aufbau des Tausenders

Aufgrund der wiederkehrenden Zehner-Strukturierung lasst sich die Grobstruktur des
Tausenders auf die Struktur eines Zehners zurtckfuhren. Wie schon bei der Betrach-
tung der Analogien zwischen dem Aufbau eines Zehners und dem eines Hunderters
lasst sich auch der Zahlraum bis 1000 durch ein ,Hinein-“ und ,Herauszoomen*
Uberschaubar machen. Fertigt man zum Beispiel einen Zahlenstrahl von 0 bis 1000
an, auf dem nur die vollen Hunderter markiert sind, so zeigen sich die Entsprechun-
gen: Im ,MaBstab der 100er” ist 900 genauso weit von 700 entfernt wie die 90 von
der 70 im ,MaBstab der Zehner® und die 9 von der 7 im ,MaBstab der Einer*.

|
|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

v

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

| | | | | | | ] | ] | | | | o
I I I I I I I 1 | I I I I =

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
N —
200

o

Der Aufbau der Hunderter

Nimmt man die Struktur der einzelnen Hunderter in den Blick, so wiederholt sich
der Aufbau der Zahlen bis 100 analog in jedem weiteren Hunderter. Bewegt man
sich innerhalb eines Hunderters, geschieht daher nichts prinzipiell Neues. Dies gilt
es den Teilnehmern und Teilnehmerinnen bewusst zu machen, um ihnen eine Stitze
fUr die Orientierung im Zahlraum zu geben. Diese Orientierung wird den Teilnehmern
und Teilnehmerinnen in der Regel fehlen, weil sie die wiederkehrenden Strukturen im
Zahlaufbau von sich aus nicht erkannt haben.

Um die Analogien im Aufbau der Hunderter zu verdeutlichen, kdnnen Sie die Teil-
nehmer/-innen arbeitsteilig im gleichen MaBstab eine Zahlenstrahl-Darstellung jedes
Hunderters anfertigen lassen. Auf dem einen sind also die Zahlen von O bis 100
eingetragen, auf dem néchsten die von 100 bis 200 usw.
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Platziert man die Darstellungen untereinander, lassen sich zum Beispiel Zahlen an den
entsprechenden Positionen des jeweiligen Zahlenstrahls markieren. Die 65 liegt genau
zwischen der 60 und der 70. Daher liegt die 165 genau zwischen 160 und 170 usw.

| | | | | | | | | | | o
I I I I I I 1T 1 I I =

0 10 20 30 40 50 60 65 70 80 90 100

| | | | | | | | | | | o
I I I I I I T 1 I I |

100 110 120 130 140 150 160 165170 180 190 200

| | | | | | | | | | | o
I I I I I I 1T 1 I I =

200 210 220 230 240 250 260 265 270 280 290 300

Die Frage ist nun, inwiefern sich diese Zahlen unterscheiden und was gleich ist.
Ordnet man den markierten Positionen auf dem Zahlenstrahl die entsprechenden
Mengen zu oder stellt die Zahlen in einer Stellenwerttafel mit Plattchen dar, so zeigt
sich, dass sie sich nur durch die Anzahl der Hunderter unterscheiden. Auch in der
Zahlbenennung finden sich die Analogien wieder. Die eine Zahl wird mit ,finfund-
sechzig” bezeichnet, die andere mit ,einhundert-finfundsechzig” und die letzte mit
»Zweihundert-finfundsechzig®.

funf-und-sechzig 6 5

einhundert-fiinf-und-sechzig \ 6 5

zweihundert-fiinf-und-sechzig 2 6 5

FUhrt man nun mit den Mengen jeweils die gleichen Operationen durch, so spiegeln
sich diese Operationen in analogen Bewegungen auf dem jeweiligen Zahlenstrahl wi-
der. Flgt man etwa jeder Menge noch zwei Zehner hinzu, so gelangt man auf jedem
Zahlenstrahl an Stellen, die sich jeweils entsprechen.

| | | | | | | | | | | o
I I I I I I T 1 I =

200 210 220 230 240 250 260 265 270 280 285 290 300
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Flgt man den jeweiligen Mengen volle Hunderter hinzu, so gelangt man ,auf einem
anderen Zahlenstrahl” an die entsprechende Stelle.

+ 100

65 165

| I I I | I N S I | I I I | I I I - | I

11T 1 1T 1T 1T 1 11T 1 T 1T 17T 11T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120 130140150160 170180 190 200

Solche und dhnliche Uberlegungen sollten Sie mit den Teilnehmern und Teilneh-
merinnen auf den gesamten Zahlraum bis 1000 ausdehnen. Die Aufgabenbeispiele
zur Verbindung der Reprasentation am Zahlenstrahl und der Mengenebene aus dem
ersten Kapitel lassen sich entsprechend Ubertragen und ausbauen.

2.3.4 Mengenoperationen im Zahlraum bis 1000

Wie schon bei der Erarbeitung des Verstandnisses der zweistelligen Zahlen kommt
dem Operieren mit Mengen eine besondere Bedeutung fur das Verstandnis mehr-
stelliger Zahlen zu. Dabei kann neben der konkreten Mengenreprasentation auch
eine ,halbkonkrete” Darstellung in einer Stellenwerttafel mit Plattchen hilfreich sein. In
dieser Darstellung steht ein Plattchen nicht nur fUr ein Objekt, sondern reprasentiert
eine Einheit des entsprechenden Stellenwertes.

H Y4
126 e ® ‘...

Zum einen wird die analoge Zahlreprasentation durch eine entsprechende Anzahl von
Mengenelementen bei groBen Anzahlen recht unpraktisch. Zum anderen kann die
Plattchendarstellung in der Stellenwerttafel als Bindeglied zwischen der konkreten
Menge und der abstrakten symbolischen Notation fungieren. Dies gilt insbesondere
auch schon im Hinblick auf die Erarbeitung der schriftlichen Algorithmen der Addition
und Subtraktion. Nicht zuletzt lassen sich anhand der Plattchendarstellung in einer
Stellenwerttafel einige Ubungen durchfiihren, die flr das Verstandnis des Stellen-
wertsystems aufschlussreich sind. Im Folgenden werden einige Beispiele flr solche
Ubungen aufgegriffen.

Biindelungs- und Entbiindelungshandlungen

Gegentber den Mengenhandlungen mit Zehnern und Einern kommt im Zahlraum

bis 1000 die Idee der fortgesetzten Biindelung ins Spiel. Dabei sind die Ubergange
zwischen den Stellenwerten bzw. Bindelungsstufen die neuralgischen Punkte. Was
an diesen Ubergangen geschieht, sollte durch passende Fragestellungen in den Blick
der Teilnehmer/-innen geriickt werden. Ausgehend von einer Menge von 9 Zehnern
und 7 Einern kénnte man etwa die folgenden Fragen stellen:

¢ Wie verandert sich die Menge, wenn man noch 6 Einer hinzufligt?
Wie wird die dann vorhandene Anzahl notiert? Was hat diese Notation mit den
vorhandenen 9 Zehnern und 13 Einern zu tun? Warum kann man die Anzahl nicht
als 913 (im Sinne von 9 Zehnern und 13 Einern) notieren?
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¢ \Welche Anzahl erhalt man, wenn man noch 1 Zehner hinzufugt?
Wenn man die Anzahl ohne Stellenwerttafel notiert, steht an der Zehnerstelle eine
,0. Warum ist das so, obwohl doch 10 Zehner vorhanden sind? Was geschieht
mit den 10 Zehnern?

Noch deutlicher wird die Notwendigkeit, Bezlge zwischen den verschiedenen
BlUndelungsstufen herzustellen, wenn man subtraktive Handlungen vollzieht. Beginnt
man zum Beispiel mit einer Menge von 2 Hundertern und 3 Einern, ergibt sich die
Notwendigkeit zur Entblndelung eines Hunderters aus der Sache heraus:

e Wie kann man 1 Zehner von der gegebenen Menge wegnehmen, obwohl doch
keine Zehner vorhanden sind?
Wie wird die dann vorhandene Anzahl notiert? Warum sind nach dem Wegnehmen
eines Zehners noch Zehner vorhanden, obwohl doch vorher keiner vorhanden
war?

¢ Wie kann man 6 Einer von der gegebenen Menge wegnehmen, obwohl doch nur
3 Einer vorhanden sind?

Systematische Uberlegungen mit Plittchen an der Stellenwerttafel

Wie oben bereits angedeutet, lassen sich an der Stellenwerttafel einige systemati-
sche Uberlegungen anstellen, die dazu beitragen kénnen, das Verstandnis des Stel-
lenwertsystems noch einmal zu vertiefen, um verstandiger rechnen zu kénnen. So
koénnen Sie den Teilnehmern und Teilnehmerinnen zum Beispiel die Aufgabe stellen,
alle mdglichen Zahlen zu finden, die man mit einem (zwei, drei, ...) Plattchen an der
Stellenwerttafel darstellen kann.

H Y4 E
®e 2
o® 20
® 9 200
® ® n
® ® 101
® | o 10
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Notiert man die gefundenen Mdglichkeiten und legt die entsprechenden Anzahlen
mit Zehner-Systemblécken, wird durch diese Uberlegungen noch einmal die unter-
schiedliche Bedeutung der Ziffern an den verschiedenen Stellen verdeutlicht: Mit der
gleichen Anzahl an Plattchen kann man sehr unterschiedliche Mengen darstellen.
Auf eine &hnliche Erkenntnis zielt die Fragestellung ab, wie sich die dargestellte
Anzahl verandert, wenn man ein Plattchen zum Beispiel von der Einer- in die Zeh-
ner-Spalte oder von der Zehner- in die Hunderter-Spalte verschiebt:

H|z | E
0:4/ ‘.‘302

Auch hier werden nochmals die positionsabhéngige Gewichtung der Plattchen in der
Stellenwerttafel und die entsprechende Gewichtung der Ziffern innerhalb einer Zahl
hervorgehoben.

2.3.5 Abschitzen der Gr6Benordnung von Summen und Differenzen

Oftmals ist es aufwandig, Summen oder Differenzen mehrstelliger Zahlen exakt zu
bestimmen, wenn man keine technischen Hilfsmittel zur Hand hat — und zum Teil
ist es auch unndtig, wenn es auf das exakte Ergebnis gar nicht ankommt. Es reicht
dann aus, das Ergebnis ndherungsweise zu bestimmen.

Beim Abschatzen der GroBenordnung eines Ergebnisses sollte man zwei gegensatz-
liche Anforderungen im Auge behalten. Zum einen sollte die Uberschlagsrechnung
maglichst einfach durchzuflhren sein. Man wird also versuchen, mit méglichst ,glat-
ten Zahlen* zu rechnen. Zum anderen sollte das Ergebnis der Uberschlagsrechnung
aber auch nicht zu weit vom tatsachlichen Ergebnis abweichen.

Dabei ergibt sich ein wichtiger Schnittpunkt zwischen der Fahigkeit zur Orientierung
im Zahlraum und der Fahigkeit zum verstandigen Rechnen. Zum einen ist es fUr eine
sinnvolle Rundung der Zahlen hilfreich, eine gewisse Vorstellung von deren GréBen-
ordnungen zu haben. Zum anderen kann aber auch gerade das Abschatzen von
Ergebnissen eine Stitze fUr den Ausbau der Zahlraumvorstellung sein, weil man dazu
wiederholt Zahlen miteinander in Beziehung setzen muss.

Um etwa das Ergebnis von 576 + 189 abzuschéatzen, kdnnte man zum Beispiel 600
und 200 addieren. Um diese Abschatzung als sinnvoll und hilfreich zu erkennen,
bendtigt man zunéchst eine Vorstellung davon, dass 576 (in Relation zur absoluten
GroBe) ,nah bei 600 ist und auch 189 ,nah bei“ 200. Deshalb macht man mit dieser
Rundung keinen allzu groBen Fehler. Des Weiteren muss man die ,vollen Hunderter”
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aber auch als Zahlen erkennen, mit denen sich besonders einfach rechnen lasst.
Dieses In-Beziehung-Setzen der Zahlen, um eine sinnvolle Rundung zu erhalten, ist
ein AnknUpfungspunkt flr die obigen Uberlegungen zum Aufbau der Hunderter und
des Tausenders.

Nachdem man das Ergebnis der Uberschlagsrechnung 600 + 200 = 800 ermittelt
hat, sollte man sich noch Uberlegen, inwieweit man damit vom tatséchlichen Ergeb-
nis abweicht. Weil man beide Zahlen aufgerundet hat, wird das tats&chliche Ergebnis
kleiner sein als 800 und ,irgendwo zwischen 750 und 800“ liegen. Im Verhaltnis zur
GroBenordnung von 800 ist eine Unsicherheit von 50 in Ordnung.

Héatte man die Summe von 76 und 89 abschatzen wollen, ware die analoge Uber-
schlagsrechnung 100 + 100 = 200 bereits deutlich weniger geeignet, denn ,irgend-
wo zwischen 150 und 200" ist im Vergleich zur absoluten GroBe keine besonders
gute Abschéatzung. Zum Beispiel 76 + 100 oder 80 + 80 wirden hier eine deutlich
bessere Abschéatzung liefern, ohne die Rechnung unnétig kompliziert zu machen.

Es gilt, solche Uberlegungen mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen anhand von
Beispielen zu systematisieren:

e \Wann reicht es aus, ein Ergebnis nur gréBenordnungsmaiig zu bestimmen?
e Wie exakt sollte das Ergebnis einer Uberschlagsrechnung sein?
¢ Wie verandert sich das Ergebnis durch die Rundung der Zahlen?

e \Warum sollte man bei Rechnungen mit mehreren Zahlen nicht alle Zahlen ,in die
gleiche Richtung” verandern?

e Diskutieren Sie unterschiedliche Rundungen. Welche Vor- und Nachteile haben die
verschiedenen Rundungen?

¢ Welche Rundungen sind flr das Abschatzen von Ergebnissen sinnvoll?

Ein Ziel dabei ist es, aus der Diskussion dieser Uberlegungen Kriterien flr das sinn-
volle Runden abzuleiten. Es geht aber explizit nicht darum, mit den Teilnehmern und
Teilnehmerinnen unreflektiert bestimmte Regeln zur Rundung von Zahlen einzutben.
Im Mittelpunkt sollte unseres Erachtens der Ausbau des Geflhls fir die Zahlbezie-
hungen stehen.

2.3.6 Verstdndnis beliebig groBer Zahlen

Wenn die Teilnehmer/-innen die oben beschriebenen Grundideen verstanden haben,
S0 besitzen sie im Prinzip alle Voraussetzungen, um beliebig groBe Zahlen verstehen
zu kénnen. Im Grunde geht es nur noch darum, den Teilnehmern und Teilnehmerin-

nen das auch bewusst zu machen.
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Fortsetzung der Prinzipien der Zahlnotation und -bezeichnung

Das Prinzip Zehnerblindelung von Mengenelementen setzt sich weiter fort: Zehn
Hunderter werden zu einem Tausender gebundelt, zehn Tausender werden zu einem
Zehntausender geblndelt, zehn Zehntausender werden zu einem Hunderttausender
gebindelt usw. Aus diesem Grund werden auch fur die Symbolisierung beliebig gro-
Ber Anzahlen nur die zehn Ziffern von ,,0“ bis ,9“ bendtigt. Jede der neuen Blinde-
lungsstufen wird durch genau einen Stellenwert innerhalb der Zahl symbolisiert.

Auf der sprachlichen Ebene gibt es ab Tausend eine neue Struktur bei der Zahlbe-
nennung. Diese Struktur greift die Benennung der Zahlen bis Tausend wieder auf. Die
Tausender werden mit einem neuen Zahlwort bedacht. Die nachste Blndelungsstufe
wird dann als Zehntausender bezeichnet und die darauf folgende als Hunderttausen-
der. Dieses Muster setzt sich bei der Bezeichnung der weiteren Zahlen fort: Millionen,
zehn Millionen, hundert Millionen, Milliarden, zehn Milliarden, .... aufgrund dieses
Zusammenfassens in ,Dreierpakete” mit dem Bezug zu den Bundelungsstufen aus
dem Zahlraum bis 1000 spricht man auch von der Uberlagerten Tausenderstruktur
der Zahlbenennung.

Diese Uberlagerte Tausenderstruktur wird durch die Séguin-Montessori-Zahlenkarten
aufgegriffen: Einer und Tausender (grin), Zehner und Zehntausender (blau) sowie
Hunderter und Hunderttausender (rot) werden jeweils in der gleichen Farbe darge-
stellt.

A 1000
110 10000
100 g0

Auch bei der Notation groBer Zahlen greift man diese Struktur auf. Um diese besser
lesbar zu machen, werden jeweils drei Ziffern durch Punkte zu einem Paket zusam-
mengefasst. Die Punkte geben die Ankerpunkte fur die Zahlbenennung vor. Dabei
werden die Pakete von links nach rechts benannt. Das Paket mit dem gréBten Wert
wird also zuerst benannt.

12.345.678

LZWOIf-Millionen — dreinundert-funf-und-vierzig-Tausend — sechs-hundert-acht-und-
siebzig®.
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Orientierung in groBen Zahlrdumen

Bei groBen Zahlen wie zum Beispiel 70.000 oder 70 Mio. versagt die Vorstellung
einer konkreten Menge als Orientierungshilfe vollstandig. Die Uberlagerte Tausender-
struktur des Dezimalsystems erlaubt es aber, die bisher erarbeiteten Zahlraumvor-
stellungen auch fir die Orientierung in gréBeren Zahlrdumen zu nutzen. Die Struktur
des Zahlraums bis 1000 spiegelt sich in jedem weiteren ,Dreierblock® wider. Wer zum
Beispiel eine Vorstellung von den Beziehungen zwischen 30 und 70 hat, der hat auch
eine Moglichkeit, sich ein Bild von den GréBenverhaltnissen von 30 Tsd. und 70 Tsd.
oder 30 Mio. und 70 Mio. zu machen.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
v )
40
| | | ] | | | ] | | | | | |
I I I ! ! ! ! 1 I I I I I |l
0 10Tsd. 10Tsd. 30Tsd. 40Tsd. 50Tsd. 60Tsd. 70Tsd. 80Tsd. 90 Tsd. 100 Tsd. 110 Tsd. 120 Tsd. 130 Tsd.
. v )
40 Tsd.
| | | ] | | | ] | | | | | | g
I I I 1 I I I I I I I I I =
0 10 Mio. 20 Mio. 30 Mio. 40 Mio. 50 Mio. 60 Mio. 70 Mio. 80 Mio. 90 Mio. 100 Mio. 110 Mio. 120 Mio. 130 Mio.
. v )
40 Mio.

Ein spielerischer Zugang

Ein Zugang, um den Umgang mit gro3en Zahlen zu routinisieren, kann zum Beispiel
Uber ein einfaches Spiel wie ,hohe bzw. niedrige Hausnummern*® erfolgen. Dazu
ziehen die Teilnehmer/-innen entweder Ziffernkartchen aus einem Topf oder wiir-

feln mit einem Wurfel. Die entsprechenden Ziffern tragen sie in eine Stellenwerttafel
ein, die zum Beispiel Werte von Einern bis zu Millionen hat. Das Ziel ist es, mit den
Ziffern eine moglichst hohe bzw. niedrige Zahl zu erzeugen. Am Ende ergibt sich auf
natUrliche Weise ein Anlass, die entstandenen Zahlen zu lesen. Wer mit seinen Ziffern
die kleinste Zahl erzeugt hat, tbernimmt im Anschluss an die Kurssitzung die erste
Runde in der Kneipe ...

2.4 Schriftliche Addition und Subtraktion

2.4.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen, wie und warum das Verfahren der schriftli-
chen Addition und das Entbindelungsverfahren der schriftlichen Subtraktion
funktionieren.
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2.4.2 Die schriftliche Addition und Subtraktion als Rettungsanker?

In der Schule ist es oftmals so, dass mit der EinfUhrung der schriftlichen Rechenver-
fahren der Addition und Subtraktion (im Weiteren nur: ,die schriftlichen Verfahren®)
in der dritten Klasse scheinbar eine deutliche Abschwachung der Probleme von
Kindern mit besonderen Schwierigkeiten im Rechnen (KoSR) einhergeht. Auf einmal
produzieren auch diese Kinder viele richtige Ergebnisse bei der Addition und Sub-
traktion mehrstelliger Zahlen, obwohl die Aufgaben, die sie bearbeiten, scheinbar viel
schwieriger sind als die, die sie zuvor erfolglos bearbeitet haben. Fur diese Kinder
haben die damit verbundenen Erfolgserlebnisse einen spurbaren Entlastungseffekt.
Diese Erfolgserlebnisse fuhren haufig dazu, dass die Kinder nun samtliche Aufga-
ben mithilfe der schriftlichen Rechenverfahren I6sen, ohne darauf zu achten, ob sie
nicht auch anders einfacher zu |6sen wéaren. Manche Kinder stellen sich sogar beim
Kopfrechnen ein Abbild der Notation der schriftlichen Verfahren vor.

Wie kommt es zu diesen plétzlichen Erfolgen? Zum einen basieren die schriftlichen
Rechenverfahren auf Algorithmen, also auf einer fest vorgegebenen Abfolge von
Schritten, die mit Sicherheit zum richtigen Ergebnis fUhren, wenn sie korrekt ausge-
fuhrt werden. Um den Algorithmus ausfuhren zu kdnnen, muss man nicht verstanden
haben, warum er zum richtigen Ergebnis fUhrt und warum die Schritte in einer be-
stimmten Reihenfolge ausgefuihrt werden. Man muss lediglich das Verfahren abar-
beiten und sich dabei an die vorgegebenen Schreibfiguren halten. Zum anderen sind
die Algorithmen so angelegt, dass sich die Rechenanforderungen bei den einzelnen
Schritten auf das kleine Einspluseins bzw. kleine Einsminuseins beschranken. Es
werden stets nur die Zahlen auf den entsprechenden Stellenwerten miteinander ver-
rechnet. Diese Rechenanforderungen kénnen von den Kindern daher auch zahlend
bewaltigt werden.

Um zum Beispiel 247 und 185 mithilfe des schriftlichen Algorithmus zu addieren,
mussen folgende Schritte ausgefiihrt werden:

¢ Schreibe die beiden Zahlen stellengerecht untereinander.

¢ Beginne ganz rechts mit der Addition. 2 4 7

©54+7=12 " j ‘? >

e Schreibe die 2 unter die 7. Schreibe eine kleine 1 zu der 8 der 4 3 2
185.

*1+8+4=13

e Schreibe die 3 unter die 8. Schreibe eine kleine 1 zu der 1 der 185.

1 +1+2=4

e Schreibe die 4 unter die 1 der 185.

Was die ,kleinen Einsen” bedeuten und warum sie an die entsprechenden Stellen ge-

schrieben werden, muss man ebenso wenig verstanden haben wie die Begrindung
dafur, dass man ,von rechts* beginnt, die Zahlen zu addieren.
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Das unverstandene Abarbeiten der Verfahren fuhrt dazu, dass viele der Teilneh-
mer/-innen mittlerweile vergessen haben, wie die Verfahren auszuflhren sind. Andere
konnten die Verfahren nie korrekt ausfuhren, weil sie unverstandene Verfahren nicht
routinisieren konnten. Manche werden vielleicht nur die Addition, nicht aber die
Subtraktion beherrschen.

Haben die Teilnehmer/-innen die schriftlichen Rechenverfahren nicht auf der inhalt-
lichen Ebene verstanden, sondern lediglich als eine Prozedur kennengelernt, die

es abzuarbeiten gilt, so werden sie auch nicht in der Lage sein, Fehler innerhalb
dieser Prozedur zu finden und zu korrigieren. Wenn die Teilnehmer/-innen mit der
schriftlichen Addition und Subtraktion keine Vorstellungen auf der inhaltlichen Ebene
verbinden, werden Fehler oftmals auch dann unbemerkt bleiben, wenn der Algorith-
mus Ergebnisse liefert, die offensichtlich falsch sein mussen.

Im Kurs geht es darum, in eine emanzipierte Position gegentiber den Verfahren zu
kommen, also zu erfahren, dass man in der Lage ist zu verstehen, wie und warum
das Verfahren funktioniert. Wie tief die Teilnehmer/-innen die eigenen technischen
Fertigkeiten im AusflUhren des Verfahrens entwickeln méchten, sollte ihrer jeweiligen
Motivlage angepasst sein. Der Kurs hat das Ziel, dass die Teilnehmer/-innen verstan-
dig rechnen und eine praktisch brauchbare Orientierung in den Zahlen haben, um mit
Quantitaten und MaBen sicher umgehen zu lernen. Es geht darum, ihr rechnerisches
Verstehen so weit zu entwickeln, dass sie den Taschenrechner verstandig benutzen
koénnen. In diesem Sinne hat die Diskussion der schriftlichen Verfahren im Kurs eine
Hilfsfunktion zur Vertiefung von verstédndigem Rechnen. Die Teilnehmer/-innen sind
daran frGher gescheitert, und wir gehen mit ihnen den Weg entlang des Verstehens
der Stellenwertzusammenhénge. Diese Zusammenhange werden in einer neuen
Qualitat deutlich, wenn man die schriftlichen Verfahren in ihrem Bezug zum Stellen-
wertsystem versteht. Dieses Verstehen vertieft inre Fahigkeit zu Gberschlagendem
Rechnen und zur Einschatzung, ob sie in einer konkreten Situation eher im Kopf, mit
gestutztem Kopfrechnen oder mit dem Taschenrechner rechnen sollten. Das ela-
borierte technische Ausflhren der schriftlichen Verfahren ist hingegen kein Kursziel.

2.4.3 Die Normalverfahren der schriftlichen Addition und Subtraktion

Schriftliche Addition

FUr die schriftliche Addition wird in Deutschland im Wesentlichen nur ein Verfahren
verwendet. Die Summanden werden stellengerecht untereinander geschrieben. Die
Addition beginnt bei den Einern und wird dann sukzessive bei den hdheren Stellen-
werten fortgesetzt. Wird bei der Addition innerhalb eines Stellenwertes neun tber-
schritten, so wird am unteren Rand der n&chsten Spalte ein Ubertrag notiert (s. o).

Vergleicht man das Vorgehen bei der schriftlichen Addition mit der (Kopf-)Rechen-
strategie , Stellenwerte extra“, stellt man fest, dass beide viele Gemeinsamkeiten
aufweisen.

247 +185 = 432
200 +100 =300
40 + 80 =120
7+ 5 12

"
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Schriftliche Subtraktion

Fir die schriftliche Subtraktion gibt es im Gegensatz zur Addition verschiedene
Verfahren, die sich inhaltlich stark unterschieden. Diese Unterschiede ergeben sich
zum einen durch die Art, wie die Differenz der einzelnen Stellenwerte ermittelt wird,
und zum anderen durch den Umgang mit notwendigen Ubertragen, wenn die Ziffer
im Minuenden kleiner ist als im Subtrahenden. Die Verfahren werden hier dargestellt,
damit Sie die eventuell unterschiedlichen Lésungswege der Teilnehmer/-innen besser
nachvollziehen und miteinander in Beziehung setzen kdénnen.

Bestimmung der Differenz

Die Differenzen in den Teilrechnungen k&nnen sowohl abziehend als auch ergdnzend
ermittelt werden. Wahrend die Schreibweise flir beide Sichtweisen gleich ist, gibt es
auf der gedanklichen Ebene deutliche Unterschiede.

Denkweise beim Abziehen:  Denkweise beim Erganzen:

6 5 4
_1 2 3 e 4E minus 3E ist 1E e 3E plus 1E sind 4E
5 3 1 e 57 minus 2Z sind 3Z e 27 plus 3Z sind 5Z
¢ 6H minus 1H sind 5H ® 1H plus 5H sind 6Z
Umgang mit Ubertrdgen

Ist mindestens eine der Ziffern im Minuenden kleiner als im Subtrahenden, so reicht
es nicht mehr aus, die Stellenwerte getrennt zu betrachten. Es mussen Beziehungen
zwischen den Stellenwerten hergestellt werden. Dabei gibt es im Wesentlichen drei
Mdoglichkeiten, diese Beziehungen herzustellen: das Entbdndeln, das gleichsinnige
Verandern (auch als Erweitern bezeichnet) und das Auffillen.

EntbUndeln und Erweitern lassen sich sowohl mit dem Abziehen als auch mit dem
Erganzen kombinieren. Das AuffUllen hingegen lasst sich nur erganzend denken.

Im Folgenden werden die Denkweisen des EntbUndelns, Erweiterns und Auffillens
jeweils am Beispiel der Aufgabe 527 — 132 erlautert. Dabei wird flr das Entblndeln
und Erweitern eine abziehende Sichtweise eingenommen. Die ergdnzende Sichtwei-
se ergibt sich entsprechend.

Abziehen mit Entblindeln

e Wenn ich von 7 E(inern) 2E abziehe, bleiben 5E Ubrig.” 4 10

e ,Von 2 Z(ehnern) kann ich nicht 3Z abziehen. Ich entbiindele g 2 7
einen der H(underter) zu 10 Zehnern. Dann habe ich insge- -1
samt 12Z. Es bleiben 4H Ubrig® 3 9 5

e \Von den 127 ziehe ich 3Z ab. Es bleiben 97 Ubrig.*

¢ ,Von den verbleibenden 4H ziehe ich 1H ab. Es bleiben 3H
dbrig.”

Beim Entblndeln wird also lediglich der Minuend umgeformt. Um alle Teilrechnungen
durchfhren zu kénnen, wird falls nétig ein groBerer Stellenwert in den nachstkleine-
ren entbdndelt. Auf der Mengenebene reproduzieren sich also genau die Handlun-
gen, die die Teilnehmer/-innen schon bei der Erarbeitung des Verstandnisses des
Stellenwertsystems und bei friiheren Subtraktionshandlungen vollzogen haben.
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Abziehen mit Erweitern
e ,Wenn ich von 7E 2E abziehe, bleiben 5E Ubrig.*

e \/on 27 kann ich nicht 3Z abziehen. Ich erweitere den Minu- 5 2 7
enden mit 10Z und den Subtrahenden mit 1H. Damit bleibtdie - 1 3 2
Differenz unverandert. 1

e Im Minuenden habe ich dann 12Z2.“ 3 9 5

e \Von den 127 ziehe ich 3Z ab. Es bleiben 9Z Ubrig.*

e \on den 5H ziehe ich insgesamt 2H ab: 1H des urspringlichen Subtrahenden und
den 1H, um den ich den Subtrahenden erweitert habe. Es bleiben 3H Ubrig.*

Beim Erweitern werden sowohl Minuend als auch Subtrahend verandert. Bei beiden
wird die gleiche Anzahl hinzugeflgt — allerdings jeweils in anders gebundelter Form.
Beim Minuenden werden zum Beispiel 10Z erganzt und im Subtrahenden 1H. Die
Differenz andert sich durch dieses gleichsinnige Verandern nicht. Diese Tatsache wird
auch als Gesetz von der Konstanz der Differenz bezeichnet. Durch die Veranderung
der Zahlen geht der Bezug zur urspriinglichen Aufgabe ein Stlck weit verloren. In
der Beispielaufgabe wird aufgrund der gleichsinnigen Veranderung von Minuend und
Subtrahend nicht mehr 132 von 527 abgezogen, sondern 232 von 627.

Es gibt also drei Hurden beim Verstandnis des Erweiterungsverfahrens: Zum einen
muss verstanden werden, dass sich die Differenz zweier (An-)Zahlen nicht andert,
wenn jeweils die gleiche (An-)Zahl hinzugefligt wird. Zum anderen muss verstanden
werden, dass diese (An-)Zahl auch in anders geblindelter Form addiert werden kann
und muss. Und zuletzt muss der Bezug zwischen der neu entstandenen Aufgabe
und der ursprunglichen hergestellt werden.

In der maximal verkirzten Schreibweise werden lediglich die Veranderungen im
Subtrahenden notiert. Die Erganzungen im Minuenden werden lediglich in Gedanken
durchgeflihrt.

- — O,
w N
N W
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Auffiillen
Die Notation beim Aufflllverfahren entspricht der maximal verklrzten Notation beim
Erweitern. Trotzdem ist die zugrunde liegende |dee eine deutlich andere.

e _Ich fllle die 132 so lange mit Einern auf, bis ich so viele Einer habe wie im Minu-
enden. DafUr bendtige ich 5E und habe den Minuenden auf 137 aufgefullt.”

e . AnschlieBend fille ich die 137 mit 7Z bis zum nachsten Hunderter auf. Die Uber-
schreitung des Hunderters markiere ich, indem ich den Hunderter im Subtrahen-
den um 1 erhdhe. Ich habe jetzt bis 207 aufgefullt.”

e Um auf die 2 Zehner der 527 zu kommen, bendtige ich dann noch 2Z. Insgesamt
habe ich der 137 also 9Z hinzugefugt und bin nun bei 227.*

e Der 227 fuge ich 3H hinzu und bin bei 527.*
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Beim Aufflllverfahren wird also der Subtrahend beginnend bei den Einern stellenwei-
se so lange aufgeflllt, bis der Wert des Minuenden an diesem Stellenwert erreicht ist.
Die Differenz ergibt sich beim Aufflllverfahren also durch die Zahl, die dem Subtra-
henden hinzugeflgt werden muss, um den Minuenden zu erreichen. Die Idee im
Hintergrund ist also ein Aufflllen des Subtrahenden bzw. ein Zahl- bzw. Mengenver-
gleich.

Die Notation beim Aufflllverfahren entspricht der maximal verkirzten Notation beim
Erweitern. Trotzdem ist die zugrunde liegende Idee eine deutlich andere.

Entscheidung fiir ein Subtraktionsverfahren

Bis vor wenigen Jahren war in Deutschland durch Beschllsse der Kultusminis-
ter-Konferenz (KMK 1958 und 1976) in der Schule das Erganzen als Verfahren der
Differenzbestimmung vorgeschrieben. Fir den Zehnertbergang war die Technik des
Erweiterns oder des Aufflllens vorgeschrieben. Hintergrund dieser Entscheidung war
eine Untersuchung von Johnson, in der festgestellt wurde, dass diese beiden Verfah-
ren den anderen hinsichtlich der Schnelligkeit und Fehlerhaufigkeit Uberlegen seien.
Vor der Verbreitung von Taschenrechnern waren dies die entscheidenden Kiriterien.
Es gab in der Arbeitswelt eine Nachfrage nach Arbeitskréften, die schnell und sicher
in der Lage waren, Zahlen zu addieren und zu subtrahieren.

Die Untersuchung von Johnson bezog sich allerdings auf eine stark drillorientierte
EinfUhrung der Rechentechniken, wie sie in den USA Ublich war. In differenzierteren
Untersuchungen, in denen (auch) Klassen untersucht wurden, in denen die Verfah-
ren verstandnisorientiert eingeflihrt wurden, konnten die Ergebnisse von Johnson
hinsichtlich Fehleranfélligkeit und Schnelligkeit nicht bestatigt werden. Was sich
allerdings zeigte, war eine deutliche Uberlegenheit des Entbiindelungsverfahrens
hinsichtlich des Versténdnisses des Verfahrens und seiner Ubertragbarkeit auf noch
unbekannte Aufgabentypen (vgl. Padberg 1994, S.30-34).

Mittlerweile ist von Seiten der KMK freigestellt, welches Verfahren der schriftlichen
Subtraktion im Unterricht verwendet wird, weshalb Sie bei den Teilnehmern und
Teilnehmerinnen unterschiedliche Verfahren und Notationsweisen vorfinden kénnen.
In der fachdidaktischen Diskussion zeigt sich jedoch eine deutliche Tendenz zum Ver-
fahren des Abziehens mit Entbindeln. Auch in den aktuellen Schulblchern ist dieses
Verfahren mittlerweile das am weitesten verbreitete. Einige der Argumente werden im
Folgenden naher beleuchtet. Eine ausfuhrliche Gegenulberstellung der verschiedenen
Verfahren der schriftlichen Subtraktion findet sich zum Beispiel bei Padberg & Benz
(2011, S.237-252).

In diesem Kurs geht es darum, das Verfahren als verstehbar erlebbar zu machen.
Deshalb empfehlen wir die Behandlung des Entbundelungsverfahrens. Wir empfehlen
es in Verbindung mit der subtraktiven Denkweise, denn diese ist eng an die Sub-
traktionshandlungen angelehnt, die im Kurs bisher dominant waren: Es geht auf der
inhaltlichen Ebene um die Extraktion einer Teilmenge aus einer Gesamtmenge — und
genau das spiegelt sich auch beim Abziehen mit Entbtindeln wider.
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Des Weiteren greift das Entblundelungsverfahren auf der Mengenebene die Hand-
lungen auf, die bei der Erarbeitung des Verstandnisses mehrstelliger Zahlen
durchgefuhrt wurden. Die notwendigen Mengenhandlungen ergeben sich beim
Entblndelungsverfahren vollkommen ungezwungen. Demgegenuber sind die Men-
genhandlungen, die nétig sind, um die anderen schriftlichen Subtraktionsverfahren
nachzuvollziehen, deutlich schwieriger zu verstehen.

Diese Argumente Uberwiegen deutlich die Nachteile, die sich in der praktischen An-
wendung des Entblndelungsverfahrens ergeben kénnen. Zum einen kann das Ent-
bundelungsverfahren vergleichsweise schreibaufwandig und untbersichtlich werden,
wenn im Minuenden viele Nullen vorkommen oder wenn mehrere Entblndelungen
vorgenommen werden muassen. Zum anderen sind Subtraktionen mit mehreren Sub-
trahenden unter Umst&nden schwerer durchzuflihren als mit den anderen Verfahren.

2.4.4 Inhaltliche Begriindungen der schriftlichen Rechenverfahren

Anbindung an die Mengenebene

FUr die Erarbeitung eines inhaltlichen Verstédndnisses der schriftlichen Rechen-
verfahren ist eine Anbindung des Vorgehens an die Mengenebene unabdingbar.
Daflr eignet sich im Prinzip jedes Material mit einer Zehnerstruktur, insbesondere
jedoch solche, bei denen die Bundelungsstufen nur durch einen Umtausch ineinan-
der Uberfuhrt werden kénnen. Dies ist zum Beispiel bei den bereits vorn gezeigten
Zehner-Systembldcken der Fall. Auch Geld kann in diesem Sinne verwendet werden,
wenn nur 1€-Mulnzen sowie 10€- und 100€-Scheine zur Verflgung gestellt werden.
Die Einschrankung auf diese Werte mag aber auf die Kursteilnehmer/-innen kinstlich
wirken.

Die Arbeit mit einer Plattchendarstellung in der Stellenwerttafel kann zum einen als
Bindeglied zwischen der konkreten Mengenhandlung und der abstrakten symboli-
schen Notation fungieren. Zum anderen erlaubt die Verwendung der Stellenwerttafel
auch bei groBen Zahlen noch eine Anbindung an eine halbkonkrete Darstellung.

Die schriftliche Addition

Berechnet man zum Beispiel die Summe von 256 und 328 mithilfe der schriftlichen
Addition und fUhrt parallel zu den Schritten des schriftlichen Algorithmus die entspre-
chenden Mengenhandlungen mit Zehner-Systembldcken oder mit Plattchen an der
Stellenwerttafel aus, so wird die Bedeutung der Notation unmittelbar einsichtig.

In einem ersten Zugriff kann es dabei hilfreich sein, die Stellenwerte der einzelnen
Ziffern explizit kenntlich zu machen, um die Analogien zwischen den Teilrechnungen
und den Handlungen auf der Mengenebene noch deutlicher hervortreten zu lassen.
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Zur weiteren Anbindung an bereits Bekanntes kénnen Sie auch die enge Verbindung
der schriftlichen Addition zur Strategie ,Stellenwerte extra“ herausstellen.

Die schriftliche Subtraktion

Ebenso wie bei der schriftlichen Addition erschlieBt sich auch die Logik der schriftli-

chen Subtraktion relativ ungezwungen aus den entsprechenden Mengenhandlungen

bzw. den Handlungen an der Stellenwerttafel, wenn man das Verfahren des Ent-

blndelns mit Abziehen verwendet. Auch hier kdnnte man die Stellenwerte zunachst
explizit kenntlich machen.
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Verbleibende Mengenelemente Weggenommene Mengenelemente
236
-18 4
6E-4E=2E
236
-18 4%
2

Entbiindeln von 1 H, um
die 8 Z abziehen zu kénnen.

236
-184

13Z-8Z=52

236
-184%
52

1H-1H=0H

236
-184
52

Wie bereits oben angedeutet kann die Notation des Entblndelungsverfahrens recht
unUbersichtlich werden, wenn innerhalb einer Subtraktion mehrere Entbindelungs-
handlungen vorgenommen werden mussen. Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, die
Notation des EntbUndelungsverfahrens zu verkirzen, was das Problem der UnUber-
sichtlichkeit ein wenig abschwécht. So kann man zum Beispiel nur die Einheiten, die
entbiindelt wurden, markieren und die 10 Einheiten, in die entblndelt wurde, nur in
Gedanken berUcksichtigen.

Ausfihrliche Schreibweise: Verkiirzte Schreibweise:
10
4 2 10 1 1
8 & 1 5 3 1
-1 5 7 -1 5 7
3 7 4 3 7 4

Allerdings geht mit einer VerkUrzung der Notation auch immer ein gewisser Informa-
tionsverlust einher. Es wird weniger transparent, was eigentlich geschieht. Inwieweit
Sie im Kurs zu einer Verkirzung der Notation Gbergehen wollen, sollten Sie davon
abhangig machen, welche Rickmeldungen Sie von lhren Teiinehmern und Teilneh-
merinnen bekommen.
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Warum beginnt man mit dem kleinsten Stellenwert?

Intuitiv scheint es sinnvoller zu sein, bei seinen Rechnungen mit dem gréBten Stel-
lenwert zu beginnen. Auf diese Weise erreicht man schon im ersten Rechenschritt
die ungefahre GroBe des Ergebnisses. Beim Kopfrechnen oder gestitzten Kopfrech-
nen geht man oftmals auf diese Weise vor. Demgegenuber ist fur die Verfahren der
schriftlichen Addition und Subtraktion charakteristisch, dass mit dem kleinsten Stel-
lenwert begonnen wird. Dies geschieht nicht willkUrlich, sondern aus Grinden der
Praktikabilitét bei Rechnungen mit Stellenwertibergang. Wirde man zum Beispiel bei
der schriftlichen Addition 247 + 185 mit den Hundertern beginnen, so musste man
das Ergebnis dieser Teilrechnung nochmals korrigieren, nachdem man die Zehner
addiert hat, weil zehn der insgesamt zwdlf Zehner zu einem weiteren Hunderter
gebundelt werden kénnen. Ein entsprechendes Problem wirde bei der Berechnung
der Zehner auftreten. Beginnt man mit den Einern, ergeben sich diese Probleme
nicht, da die neu geblndelten Einheiten bei den Teilrechnungen direkt berticksichtigt
werden kénnen.

Ahnlich verhalt es sich bei der schriftlichen Subtraktion. Wirde man zum Beispiel bei
der Aufgabe 527 — 132 mit der Berechnung der Hunderter beginnen, so misste man
dieses Teilergebnis korrigieren, wenn man zu den Zehnern kommt, weil einer der
Ubrigen Hunderter entblndelt werden muss.

Die Einsicht, aus welchem Grund man beim kleinsten Stellenwert beginnt, sollten

Sie den Teilnehmern und Teilnehmerinnen nicht vorenthalten. Lassen Sie die Teilneh-
mer/-innen eine Aufgabe mit Stellenwertibergang beginnend beim gréBten Stellen-
wert berechnen. Erst durch die Probleme, die sich bei dieser Kontrastierung ergeben,
wird deutlich, warum der Beginn bei den Einern wesentlich effektiver ist.

Die schriftlichen Algorithmen als machtiges Werkzeug erleben

Mit den schriftlichen Rechenverfahren haben die Teilnehmer/-innen machtige Werk-
zeuge an der Hand, mit denen sie Zahlen beliebiger GroBe addieren und subtrahieren
kénnen. Diese Erfahrung der eigenen Kompetenz sollten Sie den Teilnehmern und
Teilnehmerinnen nicht vorenthalten. Stellen Sie ihnen Aufgaben mit wirklich groBen
Zahlen. In der Praxis wird man solche Rechnungen kaum durchfiihren mussen, aber
es ist eine erleichternde Erfahrung, dass auch solche ,Ungetime* ein wenig von
ihrem Schrecken verlieren, wenn man die passenden Werkzeuge an der Hand hat,
um sie zu bandigen.

2.5 Multiplikation

2.5.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen die Multiplikation im Sinne einer wiederholten
Addition.

¢ Die Teilnehmer/-innen haben die Ergebnisse der Kernaufgaben des kleinen Ein-
maleins gedachtnismaBig verfUgbar. Die Ergebnisse der restlichen Aufgaben des
kleinen Einmaleins kdnnen sie aus den Kernaufgaben sicher im Kopf ableiten.
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¢ Die Teilnehmer/-innen kdnnen — zumindest dem Prinzip nach — Multiplikations-
aufgaben mit einem mehrstelligen Faktor durch stellenwertgerechte Zerlegung in
mehrere Teilaufgaben l6sen.

2.5.2 Operationslogiken der Multiplikation

Ahnlich wie bei der Addition und Subtraktion lassen sich mithilfe eines einzigen Multi-
plikationsterms sehr unterschiedliche Situationen abbilden. Andersherum betrachtet
kann ein einzelner Multiplikationsterm hinsichtlich der Situation, die er beschreibt,
sehr unterschiedlich gedeutet werden. Die Fulle an unterschiedlichen Situationen ist
dabei bei der Multiplikation bedeutend gréBer als bei der Addition und Subtraktion.

So lasst sich zum Beispiel die Anzahl der Wasserflaschen in einer Kiste mit vier
Reihen a finf Flaschen ebenso durch den Term 4 -5 beschreiben wie die Anzahl der
Augen auf vier Wirfeln, die jeweils eine funf zeigen, oder die Summe, die fur ein Ge-
schenk zur Verflgung steht, wenn von vier Personen jeweils funf Euro eingesammelt
werden. Aber auch der Flacheninhalt eines vier Meter langen und funf Meter breiten
Teppichs oder die Anzahl der Moglichkeiten, vier verschiedene Krawatten mit funf
verschiedenen Hemden zu kombinieren, wird durch den Term 4 -5 beschrieben. (Eine
umfassende Ubersicht von multiplikativen Sachsituationen findet sich bei Gerster &
Schultz 2004, S. 389.)

In den ersten drei Situationen geht es um die Vervielfachung einer Menge bzw.
GroBe. Die Multiplikation kann hier als wiederholte Addition gleicher Summanden
aufgefasst werden:

¢ |In den vier Reihen sind 5 + 5 + 5 + 5 Flaschen vorhanden.
e Essind 5 + 5 + 5 + 5 Augen auf den Wrfeln.
e Esstehen 5€ + 5€ + 5€ + 5€ zur Verflgung.

Die Vervielfachung ist also eine Vereinigung mehrerer gleichméchtiger Mengen. Dabei
wurde die ,4“ jeweils als ,Multiplikator® gedeutet und die ,5“ als ,Multiplikand®. Die
,4“ gibt also an, wie viele Teilmengen vorhanden sind, und die ,,5“ gibt an, wie gro3
diese Mengen jeweils sind. Dass im Term 4 -5 der erste Faktor als Multiplikand und
der zweite Faktor als Multiplikator gedeutet wird, ist lediglich eine Konvention. Man
kdnnte ebenso gut die zu vervielfachende Menge als ersten Faktor setzen und den
Vervielfacher als zweiten.

Im vierten Beispiel werden MalBeinheiten miteinander multipliziert. Die Interpretation
der Multiplikation als wiederholte Addition scheint hier genauso zu versagen wie
beim letzten Beispiel, bei dem Anzahlen miteinander multipliziert werden. Es geht hier
eben nichtum5m +5m+5m + 5mbzw. 5 + 5 + 5 + 5 Hemden. Allerdings lassen
sich diese Situationen indirekt doch im Sinne der mehrfachen Addition deuten: Der
Teppich lasst sich deuten als 4 Streifen mit je 5m Lange und 1 m Breite. In diesem
Sinne liegen (5m-1m) + (Gm-1m) + (5Gm-1m) + (5m-1m) vor, also 5m? + 5m?+
5m? + 5m?, also 20m?. Das Kombinationsbeispiel l&sst sich so deuten: Krawatte 1
lasst sich mit 5 Hemden kombinieren, Krawatte 2 lasst sich mit 5 Hemden kombinie-
ren, Krawatte 3 lasst sich mit 5 Hemden kombinieren und Krawatte 4 18sst sich mit 5
Hemden kombinieren, also ergeben sich 5 + 5 + 5 + 5 Kombinationsmaoglichkeiten.
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2.5.3 Operationsverstidndnis der Multiplikation

Wie bereits im DVW-Rahmencurriculum Rechnen Stufe 1 dargestellt, lasst sich
Operationsverstandnis auffassen als die Fahigkeit, Verbindungen herzustellen
zwischen:

e (verbal beschriebenen) konkreten Sachsituationen
¢ modell- oder bildhaften Darstellungen von Quantitdten oder Beziehungen

e symbolischen Schreibweisen fUr die zugrunde liegenden Quantitdten und Rechen-
operationen

Man nennt diese Verbindungen auch ,intermodalen Transfer* zwischen den Dar-
stellungsebenen. Gerster & Schultz (2004, S.387f.) sprechen anschaulich von drei
verschiedenen ,Sprachen”, zwischen denen Ubersetzt werden muss. Man sieht,
dass sich diese Sicht auf das Operationsverstandnis leicht in konkrete Anforderun-
gen Ubersetzen lasst — man kann testen, ob jemand in der Lage ist, zwischen den
verschiedenen Darstellungsebenen hin und her zu Ubersetzen.

Die Auffassung des Operationsverstandnisses als Fahigkeit zum Wechsel zwischen
den Modalitaten verbleibt auf einer eher technischen Ebene. Ob jemand tatsachlich
verstanden hat, was Multiplizieren bedeutet, zeigt sich in der Fahigkeit zum inter-
modalen Transfer nur indirekt. Wir schlagen daher eine weniger technisch orientierte
Sicht auf den Begriff des Operationsverstéandnisses vor. Es gilt zu verstehen, welche
Frage(n) die Multiplikation an Zahlen, Mengen und GréBen stellt und auf welche Wei-
se die Multiplikation diese Fragen beantwortet.

Bei der Multiplikation 3 -4 ist eine dieser Fragen zum Beispiel, wie viele Menge-
nelemente man insgesamt hat, wenn man drei Mengen mit jeweils vier Elementen
zusammenflgt. Im Jenaer Rechentest (JRT) wird das Operationsverstédndnis der Mul-
tiplikation mit folgender Frage Uberprift: ,Stell dir vor, du bist der Lehrer und erklarst,
was mit 3-4 = 12 gemeint ist. Erklare das mithilfe der Wurfel.“ Vor dem Probanden
liegen dabei Wrfel oder Plattchen, mit denen er arbeiten soll. Wer nicht verstanden
hat, was die Multiplikation inhaltlich bedeutet, legt zur Erklarung der Bedeutung von
3-4 =12 vielleicht etwas wie:

L

o o O
® o @ e
® (R e o
® e
® e

Falls keine Mengenhandlung mit den Wurfeln erfolgt, wird weitergefragt: ,Kannst du
eine Rechengeschichte erzahlen, die zur Aufgabe 3-4 = 12 passt?* Hier zeigt sich
zum einen, ob fur den Teilnehmer und die Teilnehmerin mit der Multiplikation auBer-
halb der Zahlebene eine inhaltliche Vorstellung verknupft ist. Zum anderen wird deut-
lich, ob es diesen Teilnehmern und Teilnehmerinnen mdglich ist, multiplikative Situati-
onen, die ihnen in ihrer Umwelt begegnen, mithilfe der Mathematik zu modellieren.
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Was bedeutet ,Malrechnen” fiir die Teilnehmer/-innen, wenn sie die Multiplikation
nicht im oben erlauterten Sinne verstehen? Vielleicht ist es fir manche der Teilneh-
mer/-innen eine besondere Art zu zahlen, bei der man manche Zahlen auslassen
muss. 4 -5 ist fur diese Teilnehmer/-innen dann die Aufforderung, beim Z&hlen nur
jede flUnfte Zahl laut zu nennen. Die vierte Zahl, die sie laut genannt haben, ist das
Ergebnis von 4 -5. Manche der Teilnehmer/-innen werden mit dem Multiplizieren vor
allem das Auswendiglernen der Zahlreihen des kleinen Einmaleins verbinden. Viele
werden diese Reihen in der Schule auswendig gelernt haben — oder es zumindest
versucht haben — ohne zu verstehen, was es damit auf sich hat. Ohne ein inhaltliches
Verstandnis werden diese Zahlwortketten allerdings auch schnell wieder in Verges-
senheit geraten sein.

Das erste Ziel der Auseinandersetzung mit der Multiplikation im Kurs muss es daher
sein, bei den Teilnehmern und Teilnehmerinnen ein addquates Operationsverstandnis
aufzubauen.

2.5.4 Die wiederholte Addition als grundlegendes Operationsverstandnis

Aus zwei Grinden liegt es nahe, den Zugang zur Multiplikation Uber die wiederholte
Addition gleicher Summanden herzustellen. Zum einen haben die Teilnehmer/-innen
die Addition als Vereinigung von Mengen kennengelernt. Die Interpretation der Multi-
plikation als wiederholte Addition knUpft an dieses Verstandnis an, indem die Mul-
tiplikation auf der Mengenebene als Vereinigung mehrerer gleichmachtiger Mengen
aufgefasst wird. Zum anderen bildet die Multiplikation als wiederholte Addition die
Grundlage flr das Verstandnis der Zusammenhange zwischen verschiedenen Multi-
plikationsaufgaben.

Auf der Symbolebene ist die Multiplikation hier sozusagen eine verklrzte Schreibwei-
se einer wiederholten Addition. Eine der Schwierigkeiten dabei ist, dass die Anfor-
derungen beim konzeptuellen Verstandnis der Multiplikation Uber das der Addition
hinausgehen. Bei der Addition bewegen sich die Bedeutungen beider Summanden
auf der gleichen Ebene. Beide beschreiben die Machtigkeit einer Teilmenge. Dage-
gen sind die Bedeutungen von Multiplikand und Multiplikator auf unterschiedlichen
Ebenen angesiedelt. Der Multiplikand beschreibt die Anzahl der einzelnen Elemente
einer Teilmenge. Der Multiplikator hingegen ,zahlIt" die Teilmengen. Er beschreibt also
die Eigenschaft einer Menge von Mengen (vgl. Gerster & Schultz 2004, S. 387).
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Im Beispiel gibt der Multiplikand also an, dass es sich um Funfer-Bundel handelt. Der
Multiplikator gibt an, dass es vier Ftinfer sind. Die vier ist also nicht als Anzahl von
Einzelobjekten sichtbar, sondern entsteht sozusagen erst durch das Zusammenden-
ken der Objekte in den Teilmengen zu neuen Einheiten. Die Teilnehmer/-innen mus-
sen also auf der einen Seite in der Lage sein, einen Flnfer als ein Ding aufzufassen,
das gezahlt werden kann. Auf der anderen Seite missen sie aber auch die Anzahl-
haftigkeit der einzelnen Flnfer im Blick behalten. Dieser Zusammenhang ist fur die
Nutzung der Multiplikation in Sachkontexten relevant, hat sich vielen Teilnehmern und
Teilnehmerinnen aber nie erschlossen, wenn ihr Mathematikunterricht die Multiplikati-
on nur auf der Ebene der Malreihen betrieben hat.

Konzeptuell steht dieses Verstandnis der Multiplikation dem Verstandnis mehrstelli-
ger Zahlen nahe: So wie die ,4" als Multiplikator im Term 4 -5 die Anzahl der Flnfer
angibt, so steht auch die ,4“ in ,43" fur eine Anzahl von Teilmengen, namlich fur die
vier Zehner, die in 43 enthalten sind. Dies ist der multiplikative Aspekt des Stellen-
wertsystems.

2.5.5 Strategien fiir die Multiplikation

Wir wissen nichts darUtber, wie Erwachsene mit bSR die Multiplikation denken bzw.
ausflihren. Wir stellen deshalb hier dar, wie sich Strategien zum Multiplizieren bei
Kindern entwickeln. Sie als Kursleiter/-in missen herausfinden, inwieweit es moglich
ist, die Teilnehmer/-innen in dieser Entwicklungshierarchie zu verorten.

Zahlgefiihrte Strategien
Gerster & Schultz (2004, S. 399) versammeln verschiedene Strategien, um Produkte
wie 5-4 zahlend zu bestimmen:

Modellieren und vollstidndiges Auszéhlen

Zunéchst legt man funfmal hintereinander vier Mengenelemente hin. AnschlieBend
z&hlt man aus, wie viele Mengenelemente insgesamt vorhanden sind. Um den Uber-
blick zu behalten, ist es dabei nutzlich, die Mengenelemente in Portionen zu struk-
turieren, die dem Multiplikanden entsprechen. Dieses Vorgehen realisieren manche
Kinder auch ohne konkret vorhandenes Material, indem sie sich die entsprechenden
Mengenelemente im Kopf vorstellen. Der Merk- und Konzentrationsaufwand ist dabei
allerdings enorm.

Auf der einen Seite ist das Modellieren und vollstdndige Auszéhlen natdrlich sehr
aufwandig, da man jede Teilmenge zunachst einzeln und anschlieBend auch noch
die entstandene Gesamtmenge zéhlen muss. Auf der anderen Seite zeigt sich in
diesem Vorgehen aber zumindest ein addquates Grundverstandnis der Multiplikation
als Vereinigung gleichmachtiger Mengen. Es mussen aber effektivere Strategien zur
Ergebnisbestimmung erarbeitet werden.
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Rhythmisches Zahlen

Es wird die Zahlwortreihe bei eins beginnend aufgesagt, wobei das jeweils vierte
Zahlwort betont wird: ,1, 2, 3, 4,5,6,7,8, ..., 17, 18, 19, 20*. Auch diese Methode
erfordert hohe Konzentration, weil einerseits darauf geachtet werden muss, genau
jedes vierte Zahlwort zu betonen, und andererseits mitgezahlt werden muss, wie viele
Zahlworter man bereits betont gesprochen hat. Es laufen also zwei Z&hlprozesse
parallel ab.

Als Hilfe kann man dabei zum Beispiel beim Aufsagen der Zahlwortreihe jeweils vier
Finger der linken Hand aufklappen und mit den Fingern der rechten Hand die Anzahl
der Viererportionen festhalten.

Nutzen von Zahlenfolgen

Manche Kursteilnehmer/-innen werden vielleicht die Anfangsglieder einiger Einmal-
eins-Reihen auswendig kénnen. Im Beispiel also: ,4, 8, 12, 16, 20“. Um das Ergeb-
nis von 5-4 zu bestimmen, muss man dabei den Uberblick dariiber behalten, wie
viele Glieder der Einmaleins-Reihe man bereits genannt hat. Dies kann zum Beispiel
wiederum durch das Aufklappen von Fingern geschehen.

Rickfiihrung auf die Addition

Wer die Multiplikation als wiederholte Addition verstanden hat, kann die Aufgabe
auch durch sukzessives Addieren der vier 16sen: 4 + 4 =8; 8 +4 =12; 12 + 4 = 16;
16 + 4 = 20. Das ist insofern ebenfalls eine Art Zahlstrategie, als man ermitteln
muss, wie oft man die vier bereits addiert hat. Eine besondere Schwierigkeit dabei
ist, dass man beachten muss, dass man bei der ersten Addition (4 + 4 = 8) bereits
zwei Vieren verwendet hat.

Schon bei Aufgaben des kleinen Einmaleins, wie zum Beispiel 6- 8, bei denen
groBere Zahlen beteiligt sind, tragen diese Strategien nicht mehr, weil ihre Durchfiih-
rung viel zu aufwandig wird. Es gilt daher, mit den Teilnehmern und Teilnehmerinnen
zielfihrendere Strategien zu erarbeiten und gleichzeitig ihr Operationsverstandnis der
Multiplikation zu festigen.

Mathematische Grundlagen nichtzahlender Strategien fiir die Multiplikation
Nichtz&hlende Rechenstrategien fur die Multiplikation beruhen grundlegend auf dem
Verstandnis der Multiplikation als wiederholte Addition bzw. auf der Zusammenset-
zung eines Ganzen aus mehreren gleich groBen Teilmengen. DarUber hinaus sind
das Kommutativ- und das Distributivgesetz von zentraler Bedeutung. Sie werden im
Weiteren dazu dienen, Ableitungsstrategien an die Stelle eines Auswendiglernens des
Einmaleins zu setzen.

Wenn die Rechengesetze hier in Form von Gleichungen mit Variablen dargestellt
wurden, bedeutet das naturlich nicht, dass sie in dieser Form im Kurs thematisiert
werden sollen. Es geht fur die Teilnehmer/-innen darum, die Rechengesetze anwen-
den zu kénnen und sich ihre Glltigkeit anschaulich klar zu machen.
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Kommutativgesetz

Fir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt: a:-b=b-a

Bei der Addition ist die Gultigkeit des Kommutativgesetzes unmittelbar einsichtig,
wenn man sich die Situation auf der Mengenebene klar macht. Beide Summanden
sind im Prinzip gleichwertig. Die Gultigkeit des Kommutativgesetzes der Multiplikation
ist dagegen keineswegs selbstverstandlich. Vier Packungen mit je drei Apfeln sind
etwas anderes als drei Packungen mit je vier Apfeln. Es bedarf einiger Uberlegungen,
eine schlUssige Begrindung daflir zu finden, dass die Gesamtanzahl dennoch gleich
ist. Zum Beispiel kdnnte man sich Uberlegen, dass man aus jeder der vier Packungen
einen Apfel herausnehmen und auf eine Schale legen kénnte. Auf diese Weise kann
man drei Schalen mit je vier Apfeln fllen. Man hat dann also drei Mengen mit je vier
Apfeln.

Eine anschaulichere Moglichkeit, die Gliltigkeit des Kommutativgesetzes zu begrin-
den, ist die Darstellung an einem Punktefeld:

—_——— — — — — — — —

—_—— — — — — — — — — -

Je nachdem, wie man auf das Punktefeld schaut, sind hier vier Spalten mit je drei
Punkten oder drei Reihen mit je vier Punkten dargestellt. Die Gesamtanzahl der
Punkte verandert sich dabei offensichtlich nicht. Das Prinzip 1asst sich auf beliebige
Faktoren Ubertragen. Zur Veranschaulichung unterschiedlicher Beispiele eignet sich
insbesondere das sogenannte 100er-Punktefeld. Auf diesem Feld kann man mit
einem Abdeckwinkel alle Aufgaben des kleinen Einmaleins auf der Mengenebene
veranschaulichen.

4-7 bzw. 7-4

100er-Punktefeld am 100er-Punktefeld
000000 OOOO Q000000
Q00000 OOOO 0000000
Q00000 OO0OO Q000000
Q00000 OOOO Q000000
Q00000 OOOO
O00000000O0
O000000000
0000000000
OCO000OO00000
OCO000O00000

Durch die Anwendung des Kommutativgesetzes lasst sich der Rechenaufwand
mitunter deutlich reduzieren. 8- 2 ist gedacht als 2-8 = 8 + 8 wesentlich einfacher zu
berechnen als 2 + 2 + ... + 2. Auch kénnen neue Aufgaben auf bereits bekannte zu-
ruckgefuhrt werden. Wer zum Beispiel das Ergebnis von 9-4 kennt, der kennt auch
das Ergebnis von 4-9. Damit reduziert sich die Anzahl der Aufgaben des kleinen
Einmaleins, die auswendig gelernt werden mussen, auf fast die Hélfte.
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Distributivgesetz

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt: (a+b)-c=a-c+b-c
(@a-b):-c=a-c-b-c

Aufgrund des Distributivgesetzes lassen sich schwierige Aufgaben in leichtere Teilauf-

gaben aufspalten, indem einer der Faktoren zerlegt wird. So lasst sich zum Beispiel

7 -4 zurUckfuhren auf die Teilaufgaben 5-4 und 2-4:

7-4=05+2)-4=5-4+2-4,
Analog lassen sich auch Multiplikationen mit mehrstelligen Faktoren auf einfachere
Teilrechnungen zurtckfuhren. Zum Beispiel lasst sich 256 - 8 zerlegen in 2008,

50-8 und 6-8.

Die GuUltigkeit des Distributivgesetzes wird unmittelbar einsichtig, wenn man es an
einem Punktefeld veranschaulicht, also auf die Mengenebene zurtckfUhrt.

Die insgesamt 7 - 3 Punkte kdnnen zerlegt werden in Teilmengen von 5-3 und 2-3
Punkten. Die Gesamtzahl der Punkte bleibt dabei gleich.

FUr das Distributivgesetz der Subtraktion ist eine dynamische Sichtweise erforder-
lich. Hat man zum Beispiel 10-3 Punkte und nimmt von diesen 2 -3 Punkte weg, so
bleiben 8- 3 Punkte Ubrig. 8- 3 ist also das Gleiche wie 10-3 - 2-3.

10 -

00000000
00000000
00000000

8 -3 23

Auch bei der anschaulichen Begrindung des Distributivgesetzes hangt die grund-
satzliche Idee nicht an den konkreten Zahlenbeispielen. Sie 18sst sich auf beliebige
Beispiele verallgemeinern.
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2.5.6 Wege zur Beherrschung des kleinen Einmaleins

Als das kleine Einmaleins werden die Multiplikationsaufgaben bezeichnet, bei denen
beide Faktoren zwischen null und zehn liegen. Das kleine Einmaleins umfasst daher
121 Aufgaben.

Padberg & Benz (2011, S. 138f.) unterscheiden idealtypisch zwischen zwei grund-
satzlich verschiedenen Wegen zur Erarbeitung des kleinen Einmaleins. Der lange Zeit
Ubliche ,traditionelle” Weg war es, die einzelnen Einmaleins-Reihen isoliert durch-
zunehmen und diese auswendig zu lernen. Diese Praxis werden auch die Kursteil-
nehmer/-innen in der Regel in ihrer Grundschulzeit erlebt haben — und sind daran
gescheitert.

Demgegenuber wird seit den 90er Jahren in der Fachdidaktik ein ,ganzheitlicher”
Zugang zum Einmaleins propagiert. Bei diesem Zugang wird im Prinzip sofort das
gesamte Einmaleins in den Blick genommen, um die Verbindungen zwischen den
Reihen fur die Automatisierung nutzen zu kénnen und die universelle Anwendbarkeit
der Rechenstrategien und die Parallelen bei der Erarbeitung der Reihen herauszustel-
len. Diesem Ansatz folgt auch diese Handreichung.

Ableiten aus bereits bekannten Aufgaben als Grundidee

Wir gehen davon aus, dass eine Speicherung von neuem Wissen im Langzeitge-
dachtnis besser moglich ist, wenn es an bereits vorhandenes Wissen anknUpfen
kann. FUr einen Zahlensatz des kleinen Einmaleins bedeutet das, dass er besser

im Langzeitgedachtnis gespeichert wird, wenn ihm zum Beispiel Uber die Verbin-
dung zu anderen, bereits gespeicherten Aufgaben eine Bedeutung beigemessen
wird (vgl. Gerster & Schultz 2004, S. 373). Diese Grundsétze greift ein ganzheitlicher
Zugang zum Einmaleins einerseits durch die bewusste Anwendung der oben erlau-
terten Rechenstrategien und andererseits durch das Aufdecken der gemeinsamen
Struktur aller Malreihen auf.

Von besonderer Bedeutung sind dabei die sogenannten ,Kernaufgaben® bzw. ,kur-
zen Reihen® (Mdller & Wittmann 1994, S. 188): 1-x, 2-X, 5-x und 10-x.

Die Kernaufgaben der 7er-Reihe bzw. die kurze Reihe der 7 istalso 1-7 =7,
2:7=14, 5-7=35 und 10-7 = 70. Die Ergebnisse dieser Aufgaben sind zum
einen besonders leicht zu merken, weil sich die Ergebnisse von 2-x und 5-x aus der
Verdopplung bzw. Halbierung der einfachen Aufgaben 1-x und 10-x ableiten lassen.
Zum anderen lassen sich die Ergebnisse aller weiteren Aufgaben des kleinen Einmal-
eins aus Kombinationen der Kernaufgaben ableiten. So lassen sich zum Beispiel alle
Ergebnisse der 7er-Reihe folgendermalBen aus den Kernaufgaben bestimmen:

37 = 27+ 17
4-7 = 2:7 + 2-7
67 = 57+ 17
77 = 57+ 27
87 =107 - 2-7
9-7 =107 - 1-7
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Entsprechend lassen sich auch die Ergebnisse der anderen Reihen des kleinen Ein-
maleins aus deren Kernaufgaben ableiten. Neben der sicheren Abrufbarkeit der Kern-
aufgaben und des distributiven Zusammenhangs ist dabei Sicherheit beim Addieren
und Subtrahieren von Zahlen im Zahlraum bis 100 notwendig. Wenn es den Teilneh-
mern und Teilnehmerinnen noch schwer fallt, Aufgaben wie 35 + 7 oder 70 — 14 zu
I6sen, kdnnen sie zwar die Zusammenhange zwischen den Malaufgaben und die
Grundidee des Ableitens aus den Kernaufgaben verstehen, eine Automatisierung der
abgeleiteten Aufgaben ist dann allerdings nicht zu erwarten.

In diesem Kurs geht es nicht darum, dass die Teilnehmer/-innen das kleine Einmal-
eins vollstandig auswendig kénnen — wir rechnen aber mit einer gewissen Motivation,
»das jetzt endlich mal zu kénnen®. Sie sollen lediglich die Ergebnisse der Kernaufga-
ben des kleinen Einmaleins gedéachtnismanig verflgbar haben und in der Lage sein,
die Ergebnisse der restlichen Aufgaben des kleinen Einmaleins aus den Kernaufga-
ben im Kopf abzuleiten.

Neben den Kernaufgaben der kurzen Reihen sind erfahrungsgeman auch die Qua-
dratzahlen relativ leicht zu merken. Wie alle bereits auswendig gewussten Ergeb-
nisse kdnnen auch diese als Stutzpunkte fur das Ableiten von Ergebnissen dienen,
die noch nicht auswendig verfligbar sind. Je mehr Zahlenséatze des Einmaleins die
Teilnehmer/-innen bereits verfligbar haben, Uber desto mehr Stitzpunktaufgaben
verfligen sie.

Ein Vorschlag zur Ausgestaltung des Lernweges zum kleinen Einmaleins

In Anlehnung an Gerster & Schultz (2004, S. 402-404) wird im Folgenden ein Weg
zur konkreten Ausgestaltung des Lernweges zur Erarbeitung des kleinen Einmaleins
aufgezeigt, der die obigen Uberlegungen systematisiert.

Veranschaulicht man sich die Aufgaben des kleinen Einmaleins in einer Tabelle, wird
deutlich, dass sich die Anzahl der noch zu lernenden Aufgaben auf eine Uberschau-
bare Anzahl reduziert, wenn man die Kernaufgaben und deren , Tauschaufgaben®
(gruin) bereits beherrscht.

4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 410

5 5:1 5-2 5-3 5-4 5L5 5-6 5.7 5:8 B¢ 5-10

6 6-1 6-2 6-3 6-4 6-5 6-6 6-7 6-8 6-9 6-10

7 7-1 7-2 7-3 7-4 7-5 7-6 7-7 7-8 7-9 7-10

10 10-1 10-2 | 10-3 | 10-4 | 10-5 | 10-6 | 10-7 | 10-8 | 10-9 | 10-10
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Mit den Quadratzahlen (blau) verringert sich diese Anzahl noch weiter. Die Ubrigen
Aufgaben lassen sich aus den Kernaufgaben durch die Nutzung von Nachbar-
schaftsbeziehungen (Distributivgesetz) und Verdoppelungen ableiten.

Bei der Erarbeitung der Ableitungsstrategien ist es sinnvoll, sich zunachst innerhalb
einer Reihe zu bewegen und diese Ideen erst dann auf andere Reihen zu Ubertragen.
Dabei sollte in jeder Reihe zuerst die kurze Reihe beherrscht werden, um die nétigen
Stutzpunktaufgaben zur Verfiigung zu haben. Bereits bei der Erarbeitung der kurzen
Reihen ist es zweckmaBig, die Verbindungen zwischen den Aufgaben zu nutzen:
5-x ist die Halfte von 10-x und 2 - x ist das Doppelte von 1-x.

Die Erarbeitung der weiteren Aufgaben sollte dann zundchst stets explizit an die
Aufgaben der kurzen Reihe angekoppelt werden, zum Beispiel in Aufgabenserien wie
der folgenden:

1.7 = oder: 10-7 =
27 = 5.7 =
47 = 67 =

Diese Erarbeitung der Ableitungsstrategien sollte nattrlich nicht auf einer rein verbal-
symbolischen Ebene erfolgen. Die Teilnehmer/-innen missen die Zusammenhange
auf der Mengenebene verstehen und diese mit der symbolischen Ebene verknUpfen.
Dazu kann man, wie oben beschrieben, zum Beispiel auf Darstellungen an Punkte-
feldern zurtickgreifen oder mit Steckwdrfeln entsprechende Stangen zusammenste-
cken. Die Mengenhandlungen und die angeschlossenen Fragen zur oben beschrie-
benen Aufgabenserie kénnten dann wie folgt aussehen: Nimm zehn 7er-Stangen.
Wie viele Steckwdrfel sind es insgesamt? Wie viele Stangen muss man wegnehmen,
damit es nur noch flnf 7er-Stangen sind? Wie viele Steckwirfel sind es jetzt noch
insgesamt? Wie hangt die Ubrig gebliebene Menge mit der zuvor vorhandenen zu-
sammen? Wie viele Stangen muss man jetzt noch wegnehmen, damit nur noch 4-7
Steckwdrfel Ubrig bleiben? Wie viele SteckwUrfel weniger sind es jetzt? Wie viele sind
noch Ubrig?

Durch diese Anbindung an die Mengenebene kann man auch einem haufig zu beob-
achtenden Verstandnisproblem entgegenwirken. Beim beschriebenen Ubergang von
5-7 zu 4-7 sind sich erfahrungsgeméaB viele Teilnehmer/-innen unsicher, ob sie von
den 35 nun einmal vier oder einmal sieben abziechen mussen. Wer auf der Mengene-
bene verstanden hat, was hier geschieht, der bewaltigt dieses Problem.

Um die Leitgedanken des hier aufgezeigten Lernweges noch einmal zusammenfas-
send zu skizzieren: Es geht in einem ersten Zugriff darum, eine Grundvorstellung der
Multiplikation als wiederholte Addition aufzubauen. Aufbauend auf dieser Grundvor-
stellung werden die Aufgaben des kleinen Einmaleins mithilfe verschiedener Stra-
tegien aus leicht zu erlernenden Kernaufgaben abgeleitet. Die Anwendung dieser
Ableitungsstrategien soll einerseits dazu beitragen, dass die Ergebnisse des kleinen
Einmaleins zunehmend automatisiert abgerufen werden kdnnen — auch wenn das
DVV-Rahmencurriculum Rechnen ausdricklich nicht auf das Auswendigkénnen

des gesamten Einmaleins rekurriert. Andererseits soll die reflektierte Verwendung
der Ableitungen das Verstandnis der Multiplikation als wiederholte Addition festigen,
damit Sachprobleme als multiplikative erkannt werden kénnen. Dazu ist es nétig, die
Verbindung zwischen der verbal-symbolischen Ebene und der Mengenebene stets
prasent zu halten.
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Es erscheint uns wichtig, diesen Lernweg auch den Teilnehmern und Teilnehmerin-
nen transparent zu machen, denn flr viele wird das Lernen des kleinen Einmaleins
mit sehr negativen Erfahrungen verknUpft sein. Eltern von Kindern mit bSR berichten
regelmaBig, dass sie unglaublich viel Zeit auf das Auswendiglernen des kleinen Ein-
maleins verwenden, ohne dass sich erkennbare Erfolge einstellen. Wenn dann doch
einmal eine Reihe ,sitzt”, so ist dieses Wissen nach kurzer Zeit scheinbar wieder
verschiittet. Die obigen Uberlegungen bieten eine plausible Erklarung, warum das so
ist: Die Kinder sind nicht in der Lage, die auswendiggelernten ,Zahlwortketten* mit
einem Sinn zu hinterlegen. Wenn eine Reihe dann eine Zeit lang nicht gelibt wurde,
gerét sie in Vergessenheit und kann wegen des fehlenden Verstandnisses auch nicht
neu erschlossen werden. Die Teilnehmer/-innen werden oftmals &hnliche Erfahrungen
gemacht haben. Um ihnen die Angst vor einer Wiederholung dieser Erfahrungen zu
nehmen, ist es hilfreich aufzuzeigen, dass ihr bisheriges Scheitern beim Erlernen des
kleinen Einmaleins auch eine Folge einer falschen Lehr- bzw. Lernstrategie war.

Lernstrategien zur weiteren Festigung des kleinen Einmaleins

Nachdem die grundlegenden Ideen fUr die Erarbeitung des kleinen Einmaleins ge-
meinsam im Kurs thematisiert wurden, ist es sinnvoll, den Prozess der Routinisierung
individuell zu gestalten. Dies kann zum Beispiel mithilfe einer Lernkartei geschehen.
Je nach Ort im Lernprozess sollten die Karten dieser Kartei unterschiedlich gestaltet
sein.

Zunachst geht es darum, die Kernaufgaben zu automatisieren. Dazu kénnen die
leichten Kernaufgaben 1-x und 10-x jeweils gemeinsam mit den anderen beiden
Kernaufgaben auf eine Karteikarte geschrieben werden:

Vorderseite: Riickseite:
7 = =
27 - 27 <14
10 - 7 - 10 - 70
5 - - 35

Auf der Rickseite der Karteikartchen sind dabei jeweils die Losungen vermerkt.

AnschlieBend geht es darum, die Ableitungstechniken zu routinisieren. Dazu kénnen
die Aufgaben, die erschlossen werden sollen, zundchst gemeinsam mit den Kernauf-
gaben auf ein Kartchen geschrieben werden. Dabei kdnnen ggf. auch unterschied-
liche Kernaufgaben fur eine Aufgabe verwendet werden:
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Vorderseite: Riickseite:
2 -7 - 2 -7 -14
4 7 - 47 =28
5 - 57 =35

- 4 - 28

Zuletzt sollen die Aufgaben auch ohne den expliziten Hinweis auf eine geeignete Ker-
naufgabe geldst werden. Auf der Vorderseite stehen daher nur noch die Aufgaben.
Auf der Rickseite ist jeweils eine passende Kernaufgabe als Hinweis vermerkt. Hier
dient die Ruckseite also nicht der unmittelbaren Losungskontrolle, sondern gibt nur
einen Hinweis auf einen mdglichen Weg, um die Losung zu ermitteln.

Vorderseite: Riickseite:

14
7 =35

2.5.7 Multiplikation mehrstelliger Zahlen

Multiplikation mit Zehnerpotenzen

Im Dezimalsystem spielt die Multiplikation mit Zehnerpotenzen eine herausgehobene
Rolle, weil sich die Multiplikation mehrstelliger Zahlen stets auf das kleine Einmaleins
und die Multiplikation mit Zehnerpotenzen zurlckfiihren lasst. So lasst sich eine Auf-
gabe wie zum Beispiel 8- 256 zerlegen in die Teilrechnungen 8-200, 8-50 und 8- 6.

Die Berechnung dieser Teilergebnisse lasst sich wiederum auf das kleine Einmaleins
und die Multiplikation mit Zehnerpotenzen zurtickfihren:

8-200=(8-2)-100 und 8-50 =(8-5)-10.

Auf der technischen Ebene ist die Multiplikation mit einer Zehnerpotenz besonders
einfach durchzufthren. Das Ergebnis von 16-100 zum Beispiel werden wahrschein-
lich auch viele der Teilnehmer/-innen richtig ermitteln kénnen, indem sie an die 16
zwei Nullen anhangen. Es gilt dieses technische Wissen mit Verstandnis zu unterfit-
tern: Aus welchem Grund reicht es bei der Multiplikation mit 100 aus, an den ande-
ren Faktor zwei Nullen anzuh&ngen und was bedeutet dieses Anhangen der Nullen?

Eine Moglichkeit, die Zusammenhange klarzumachen, ist es, sich die Situation
an einer Stellenwerttafel zu verdeutlichen. Hat man zum Beispiel einen Einer und
verzehnfacht diesen, so kann man die dann vorhandenen Einer zu einem Zehner
umbundeln.
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Verzehnfachen

LX)
PePS 101

Umbiindeln

Aus dem Einer ist dann sozusagen ein Zehner geworden. Auf der Ebene der Zahl-
notation bedeutet es, dass man eine ,,0“ an die ,1“ anhdngen muss, um den Stellen-
wert der ,,1“ von den Einern zu den Zehnern anzuheben.

Mit dem gleichen Grundgedanken kann man sich klarmachen, was geschieht, wenn
man zum Beispiel eine beliebige Anzahl von Zehnern verzehnfacht: Aus jedem der
verzehnfachten Zehner kann dann ein Hunderter gebtindelt werden. Hat man zum
Beispiel zwei Zehner und verzehnfacht diese, so kann man diese zu zwei Hundertern
umbundeln. Auf der Ebene der Zahlsymbole wird an die ,,20“ eine ,0* angehangt,
damit sich der Stellenwert der ,,2" entsprechend erhoht.

H z E
® o 20
Verzehnfachen
H z E
o® @0
ee o0 10 - 20
o0 0
e ee
o9 o@
Umbdiindeln
H z E
® o 200

Analoge Uberlegungen fiihren zu der Einsicht, warum man bei einer Multiplikation mit
100 zwei Nullen anhangen muss, warum man bei einer Multiplikation mit 1000 drei
Nullen anh&ngen muss usw.
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Strategien zur Multiplikation mehrstelliger Zahlen

Aus den obigen Uberlegungen ergeben sich verschiedene Mdglichkeiten zur Multi-
plikation mehrstelliger Zahlen. Aufgrund der universellen Anwendbarkeit kommt der
Strategie der Zerlegung eines Faktors in seine Stellenwerte dabei eine besondere
Bedeutung zu.

Zerlegung eines Faktors in seine Stellenwerte

Aufgrund des Kommutativ- und Assoziativgesetzes und der Funktionsweise des Stel-
lenwertsystems lassen sich Produkte mehrstelliger Zahlen auf das kleine Einmaleins
und das Multiplizieren mit Zehnerpotenzen zurtickfUhren, wie das folgende Beispiel
verdeutlicht:

324 = 3-(20+4) =3-20+3-4 = 3-(2-10)+3-4 = (3-2)-10+3-4

Auf der Mengenebene wird unmittelbar einsichtig, warum man die Multiplikation in
diese Teilrechnungen zerlegen kann: Man hat drei Portionen mit jeweils 24 Objekten,
die man jeweils als zwei Zehner und drei Einer strukturieren kann. Insgesamt hat man
also 3-2 Zehner und 3-4 Einer.

_______________

Umstrukturieren

\ s N s N ’ N_oN_7 oN_

3 -2 Zehner 3-4

Dieses Vorgehen ist insofern von genereller Bedeutung, als sich beliebige Produkte,
bei denen ein Faktor einstellig ist, auf diese Weise berechnen lassen. Es greift die
Idee der Zerlegung eines Produkts in mehrere leichter zu berechnende Teilprodukte
auf, die bereits bei der Erarbeitung des kleinen Einmaleins mithilfe der Kernaufgaben
verwendet wurde.

In der Regel wird es nicht moglich sein, innerhalb von Stufe 2 zu erreichen, dass

die Teilnehmer/-innen Produkte mit einem mehrstelligen Faktor im Kopf ausrechnen
kénnen. Zum einen ist fUr die Teilrechnungen eine sichere Abrufbarkeit des kleinen
Einmaleins notwendig. Schon das wird innerhalb der begrenzten Zeit des Kurses
nur in Ansatzen zu erreichen sein. Zum anderen mussen die Teilprodukte auch noch
addiert werden. Inwieweit die Teilnehmer/-innen solche Rechnungen im Kopf aus-
fUhren kénnen, wird auch davon abhéngen, wie eingehend sie sich zuvor mit der
Addition mehrstelliger Zahlen beschaftigt haben.
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Was die Teilnehmer/-innen aber mit inren Vorkenntnissen erreichen kénnen, ist die
Fahigkeit, solche Produkte im Sinne eines ,gestitzten Kopfrechnens” zu berechnen.
Dazu kénnen zum Beispiel die einzelnen Teilrechnungen komplett oder auch nur

die Zwischenergebnisse notiert werden. Mit dieser Stltze mussen die Teilergebnis-
se nicht im Kopf behalten werden, sodass sich die Teilnehmer/-innen ganz auf die
ndtigen Teilrechnungen konzentrieren kdnnen. Auf diese Weise reicht es dann auch
aus, wenn die Teilnehmer/-innen die fur die Teilrechnungen nétigen Ergebnisse des
kleinen Einmaleins sicher aus den Kernaufgaben ableiten kdnnen. Auch die Addi-
tion der Zwischenergebnisse ist deutlich einfacher, wenn man sie vor Augen hat, als
wenn man sie sich lediglich im Kopf merkt.

Die Fahigkeit zum gestUtzten Kopfrechnen dient hier nicht so sehr zur Schaffung
einer Unabhangigkeit vom Taschenrechner. Sie dient eher einer Emanzipation gegen-
Uber dem Rechner im Sinne von ,Ich kann abschéatzen, wo das Resultat liegen wird"
und ,Notfalls kriege ich es auch ohne Rechner raus*.

Weitere Vorgehensweisen

Neben der Zerlegung in die Stellenwerte lassen sich auch andere Zerlegungen in
leichtere Teilaufgaben finden. Welche Zerlegungen sich dabei anbieten, hangt sowohl
von den jeweiligen Faktoren als auch vom individuellen Zahlbeziehungswissen ab. So
lasst sich eine Aufgabe wie 8-26 zum Beispiel auch folgendermaBen l6sen:

* 10-26 =260 und 2-26ist 52. Alsoist 8-26 =260 - 52
® 8-25=200. Alsoist 8-26 =200 + 8
®©2:26=052; 2-52=104 und 2-104 =208. Alsoist 8-26 = 208.

e 8-26 ist genau so viel wie 4-52. 4-50 =200 und 4-2 =8.
Also ist 8-26 = 208.

All diesen Vorgehensweisen ist gemein, dass fur ihre Anwendung ein gewisses Zahl-
beziehungswissen und zum Teil ein Repertoire an auswendig abrufbaren Zahlenséatzen
notig ist. Man spricht hier auch vom ,Zahlenblick®. Inwieweit Sie auch solche Strate-
gien im Kurs thematisieren wollen, sollten Sie wiederum von der Motivationslage Ihrer
Teilnehmer/-innen abhangig machen. Unbedingt notwendig ist die Auseinanderset-
zung damit nicht, sie kann aber durchaus zu einem vertieften Verstandnis der Multipli-
kation und der Forderung der Kopfrechenféhigkeiten beitragen.

2.6 Division

2.6.1 Lernziele

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen die Division sowohl im Sinne des Aufteilens als
auch im Sinne des Verteilens.

¢ Die Teilnehmer/-innen verstehen den Zusammenhang zwischen Multiplikation und
Divisionen.

¢ Die Teilnehmer/-innen kénnen die Ergebnisse des kleinen Einsdurcheins aus dem
Zusammenhang zum kleinen Einmaleins oder durch Bezlige zu bekannten Kern-
aufgaben bestimmen.
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¢ Die Teilnehmer/-innen kennen ausgewahlte Teilungen der 100 und nutzen diese zur
Orientierung im Zahlraum. Sie kdnnen diese Strukturen entsprechend auf groBere
Zahlrdume Ubertragen.

2.6.2 Operationslogiken der Division

Der Division k&nnen im Wesentlichen zwei Situationstypen zugrunde liegen: das
Aufteilen und das Verteilen. Bis vor nicht allzu langer Zeit gab es fUr diese beiden
Situationstypen sogar unterschiedliche Rechenzeichen. Das Aufteilen wurde durch
ein ,a-+b*“ symbolisiert. Dieses Zeichen ist bei uns heute nur noch auf dem Taschen-
rechner Ublich. Das Verteilen wurde durch einen Doppelpunkt symbolisiert ,a:b". Die-
se Darstellung ist heute in Deutschland Ublich, um die Divisionen zu symbolisieren.

Aufteilen

20:5 kann verstanden werden als die Frage danach, in wie viele Teilportionen mit

je fanf Elementen eine Menge mit 20 Elementen zerlegt werden kann. Werden zum
Beispiel beim Training einer Mannschaft Flunfergruppen gebildet: Wie viele Gruppen
entstehen dann, wenn es insgesamt 20 Spieler gibt? Allgemein wird also eine gege-
bene Menge in Teilmengen gleicher GréBe aufgeteilt. Die GroBe der Teilmengen ist
vorgegeben. Die Frage ist, wie viele Teilmengen entstehen. Dabei kann nattrlich auch
die Situation vorkommen, dass sich die Menge nicht restlos aufteilen l&sst, sodass
nach dem Aufteilprozess einige Elemente Ubrig bleiben.

_. : _
20 Plattchen. @ g Y ' .
Immer 5 zusammen iy ./ " < o \\'\! ___!_,:_ :._—,'- - Es entstehen 4 Teilmengen.
. \\\ ,,/ ,\ . \' \/ . . .’ /!
~o -~ —_————~a_- ~ ’
. ®
5 5 5 5
A A Y A A

v \
| | | | | | | | | | | | | |

I I I I I I I I I I I I I |

| | | | |

1 1 1 1 1

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Die 5 passt 4-mal in die 20.

Man kann die Frage, die das Aufteilen stellt, auch so formulieren: Wie oft kann man
jeweils flinf von 20 wegnehmen? Oder auch: Wie oft ist die funf in der 20 enthalten?

Die erste Formulierung verweist auf eine subtraktive Sicht auf das Aufteilen. Es
werden sukzessive je funf Elemente von den 20 weggenommen, bis keine Funf-
er-Portionen mehr gebildet werden kdnnen. Diese subtraktive Sicht erschliet auch
die Bedeutung des Minuszeichens zwischen den Divisionspunkten bei der Symboli-
sierung des Aufteilens mithilfe des friiher Ublichen Zeichens + (vgl. Gerster & Schultz
2004, S. 396).

Die zweite Formulierung verweist dagegen auf eine eher additive Sicht: Es werden so
lange Funfer zusammengefligt, bis die 20 erreicht ist. Mit dieser Sicht wird auch die
enge Verbindung zwischen Division und Multiplikation deutlich, denn man kann das
oben gestellte Problem der Aufteilung der 20 in Teilmengen zu je funf auch multiplika-
tiv formulieren: __-5 =20.
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Beim Umgang mit GroBen ist der Prozess des Messens im Prinzip ein Problem des
Aufteilens. Bei der Langenmessung mit einem Zollstock zum Beispiel fragt man —
grob gesprochen — wie oft das Standardmal 1cm in das zu messende Objekt passt.

Verteilen

20:5 kann auch verstanden werden als die Frage danach, wie groB die Teilportio-
nen werden, wenn die 20 in funf gleich groBe Teile zerlegt wird. Es sollen also zum
Beispiel 20€ Gewinn an finf Mitspieler oder 20 Bonbons an 5 Kinder verteilt werden.
Wie viel Geld bekommt dann jeder? Allgemein wird also eine gegebene Menge in
gleich groBe Teilmengen zerlegt. Die Anzahl der Teilmengen ist vorgegeben. Die Fra-
ge ist, wie groB jede der Teilmengen dann ist.

- _ /g —_————
- == ,’.— .\ = S __
20 Plattchen. ,'6. N They e\ v In jeder Teilmenge
Bilde S gleich ‘® T T e a sind 4 Plattchen
. s b’ .
groBe Teilmengen. XY X X 7 ...
{ e ®¥_-
-__ -

+ Ln

4
|

| o

| | |
I I I I I |

P
—
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

N 4+ b

4 ist die Zahl, die genau 5-mal in die 20 passt.

Ebenso wie beim Aufteilen kann auch beim Verteilen das Problem auftreten, dass
sich die Menge nicht komplett wie gefordert zerlegen lasst. Es kann dann nur ein Teil
der gesamten Menge verteilt werden. Es bleibt also ein Rest Ubrig.

Anders formuliert stellt das Verteilen die Frage: Welche Anzahl kann man finfmal von
der 20 wegnehmen (sodass moglichst wenig Ubrig bleibt)? Oder auch: Welche Zahl
ist genau funfmal in der 20 enthalten?

Diese Formulierungen zeigen zum einen, dass der Zugriff Uber eine wiederholte
Subtraktion bei einer Verteilsituation nicht so unmittelbar ist wie bei einer Aufteilsitu-
ation. Die wiederholte Subtraktion der funf ist nur dann der Situation angemessen,
wenn man dabei den Gedanken verfolgt, dass jede der Teilportionen sukzessive mit
je genau einem Objekt aufgeflllt wird. Fir jede ,Runde” des Verteilens bendtigt man
dann genau funf Elemente.

op Gd G G D

Zum anderen zeigt sich, dass die Verbindung zur Multiplikation hier einer anderen
Logik folgt als beim Aufteilen. Wenn die Frage ist, welche Zahl fiunfmal in der 20
enthalten ist, dann bedeutet das multiplikativ formuliert: 5-__ = 20. Aus der Logik
der Situation heraus ergibt sich kein direkter Zugriff Gber die wiederholte Addition der
finf, denn es ist ja gerade gefragt, welche Zahl finfmal addiert werden muss, damit
man 20 erhalt.

Auf der inhaltlichen Ebene stellen Aufteilen und Verteilen also verschiedene Fragen
an Mengen oder GroBen. Interpretiert man zum Beispiel 20:5 als die Frage danach,
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wie oft die funf in der 20 enthalten ist (aufteilen), erhalt man als Ergebnis: vier Mal.
Interpretiert man 20:5 als die Frage danach, welche Zahl fUnfmal in der 20 enthalten
ist (verteilen), so erhalt man als Ergebnis die vier. Dennoch verwenden routinierte
Rechner zur L&sung eines Divisionsproblems oftmals intuitiv die Sichtweise, die auf
der Zahlenebene leichter zu I6sen ist — unabhangig davon, ob es sich um ein Auf-
teil- oder Verteilproblem handelt. Das ist deshalb moglich, weil die aufteilende und
die verteilende Sicht auf der Zahlebene das gleiche Ergebnis liefern. Die Antwort auf
beide Fragen wird durch die Gleichung 20:5 = 4 erfasst.

Schon die Tatsache, dass es friher unterschiedliche Rechenzeichen fir das Aufteilen
und Verteilen gab, macht deutlich, dass es keineswegs unmittelbar einsichtig ist, wa-
rum dies fUr beliebige Divisionsprobleme der Fall ist. Manch ein/-e Teilnehmer/-in hat
die Division deshalb nie verstanden, weil die Doppelgesichtigkeit der Division — vollig

verschiedenen Problemstellungen wird dieselbe Gleichung zugeordnet — nie expliziert
wurde.

Weitere Bedeutungen des Divisionszeichens

Eine Besonderheit des Divisionszeichens ist, dass es auch noch in anderen Kontex-
ten verwendet wird. So werden zum Beispiel auch Verhaltnisse mit diesem Zeichen
dargestellt. Dabei gibt es aber keinen direkten Zusammenhang zum Aufteilen oder
Verteilen. Werden bei einem Getrank zum Beispiel die Komponenten im Verhaltnis
3:1 gemischt oder steht es in einem FuBballspiel 3: 1, dann hat das nichts mit dem
Aufteilen oder Verteilen von 3 Objekten zu tun.

Diese weiteren Bedeutungen des Divisionszeichens haben fur die Arbeit im Kurs kei-
ne Bedeutung. Um Missverstandnisse zu vermeiden, sollten sie aber angesprochen
werden.

2.6.3 Strategien fiir die Divisionen

Zahlgefiihrte Strategien

Die Zahlstrategien der Division werden im Folgenden anhand der Aufgabe 14:3
erlautert, um auch den Fall eines Restes zu berlcksichtigen. Dabei wird jeweils eine
aufteilende Sicht eingenommen. Die Strategien lassen sich analog auf das Verteilen
Ubertragen.

Modellieren und vollstidndiges Auszéhlen

Man zahlt zun&chst 14 Mengenelemente ab. AnschlieBend zahlt man von diesen 14
Mengenelementen sukzessive drei ab. Um den Uberblick zu behalten, ist es dabei
hilfreich, die bereits gezahlten jeweils auf separate Haufen zu legen. Dies setzt man
fort, bis man keine weitere Dreier-Portion mehr erhalten kann. AnschlieBend zahlt
man die Anzahl der entstandenen Portionen und die Ubrigen Elemente ab.

Rhythmisches Zéahlen

Rdckwérts: Ausgehend vom Dividenden wird die Zahlwortreihe rickwérts aufgesagt.
Dabei wird jedes dritte Zahlwort betont: ,14, 13, 12, 11, 10,9, 8,7, 6, 5, 4, 3, 2, 1“.
Ziel ist es also, zu bestimmen, wie oft man die drei von der 14 abziehen kann.

Um aus diesem Zahlprozess das Ergebnis zu ermitteln, muss man drei parallel ab-
laufende Zéhlprozesse gleichzeitig im Auge behalten. Erstens muss man die Zahl-
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wortreihe rickwarts aufsagen, zweitens muss man darauf achten, genau jedes dritte
Zahlwort zu betonen, und drittens muss man festhalten, wie viele Zahlwédrter man
bereits betont gesprochen hat.

Als Hilfe kann man dabei zum Beispiel beim Aufsagen der Zahlwortreine jeweils drei
Finger der linken Hand aufklappen und mit den Fingern der rechten Hand festhalten,
wie viele Zahlwdrter man bereits betont gesprochen hat.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht bei der Ermittlung des Rests. Verbindet man das
Zahlen mit einer Mengenvorstellung, so ist klar, dass man nur noch zwei Elemente
Ubrig hat, wenn man bei der drei angekommen ist. Bewegt man sich lediglich auf
der Zahlwortreihe zurtick, so ist nicht klar, ob man evtl. auch noch die Null mitzahlen
muss.

Vorwérts: Auf &hnliche Weise kann man auch vorgehen, wenn man die Zahlwortreihe
vorwarts aufsagt. Dann werden entsprechend die Zéhlworter bei eins beginnend in
einem Dreier-Rhythmus aufgesagt: ,1, 2, 3, 4, 5,6, ,7 ,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14

Ziel dieses Z&hlprozesses ist es, zu ermitteln, wie oft die drei in die 14 passt. Die
Schwierigkeiten sind &hnlich zu den oben beschriebenen. Allerdings kommt bei die-
sem Vorgehen zumindest nicht noch das Problem des Ruckwartszéhlens hinzu.

Z&hlen in Schritten

Vorwérts: Wenn man die Verbindung der Division zur Multiplikation verstanden hat,
die Ergebnisse der Dreierreine aber noch nicht beherrscht, kann man die Aufgabe
auch 16sen, indem man in Dreierschritten zahlt und dabei mitzahlt, wie viele Glieder
der Zahlenfolge man bereits genannt hat: ,3, 6, 9, 12“. Dieses Mitzahlen kann wiede-
rum durch Aufklappen von Fingern erfolgen.

Rdckwadrts: Ein solches Zahlen in Schritten ist auch rlckwarts moglich, allerdings
kann man dabei nicht auf die vielleicht schon vertrauten Zahlen aus der Dreierreine
zurlckgreifen: ,11, 8, 5, 2.°

Riickfiihrung auf die Subtraktion bzw. Addition

Wer die Division im Sinne einer wiederholten Subtraktion verstanden hat, kann
die Aufgabe auch durch sukzessives Subtrahieren der drei l6sen: 14 -3 = 11;
11-3=8; 8-3=5; 5-3=2. Dieses Vorgehen ist insofern den Zahistrategi-
en zuzuordnen, als z&hlend festgehalten werden muss, wie oft die drei subtrahiert
wurde.

Mit Bezug auf die Verbindung zur Multiplikation kann man die Aufgabe auch l6sen,
indem man sukzessive drei addiert: 3+3=6; 6+3=9; 9+3=12; 12+ 2 =14.
Dabei muss man wiederum beachten, dass man bei der ersten Rechnung bereits
zwei Dreien addiert hat. Eine weitere Schwierigkeit ist, dass die Bedeutung der Zwei
als Rest nicht unmittelbar klar wird.
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Ahnlich wie bei der Multiplikation mdgen diese Zahltechniken bei kleinen Dividenden
noch praktikabel sein, bei groBeren Zahlen hingegen versagen sie. Darliber hin-

aus ist durch die wiederholte Anwendung solcher Zahltechniken kein Fortschritt im
Sinne einer zunehmend automatisierten Abrufbarkeit zu erwarten. Zum einen nimmt
die Durchfuhrung der Zahlprozeduren viel Aufmerksamkeit in Anspruch, und zum
anderen werden kaum Beziehungen zwischen verschiedenen Aufgaben geknlpft.
Wie im Kapitel zur Multiplikation erlautert, ist aber gerade diese Einordnung in ein
Beziehungsgeflecht von entscheidender Bedeutung fur die Verankerung im Langzeit-
gedachtnis.

2.6.4 Wege zur Beherrschung des kleinen Einsdurcheins

Mit dem kleinen Einsdurcheins werden die 110 Aufgaben von 0:1 bis 100:10
bezeichnet. Um zu einer Beherrschung des kleinen Einsdurcheins zu gelangen,
bieten sich im Wesentlichen zwei Wege an. Beide knipfen an den Zusammenhang
zwischen Division und Multiplikation an. Es geht dabei nicht um ein Entweder-Oder,
sondern um ein erganzendes Nebeneinander beider Wege.

Kopplung des Einsdurcheins an das Einmaleins

Bereits bei der Darstellung der Operationslogiken der Division wurde der Zusammen-
hang zwischen Division und Multiplikation angedeutet. Dieser Zusammenhang wird
nun weiter expliziert und flr das Lernen des kleinen Einsdurcheins nutzbar gemacht.
Auf der Mengenebene entspricht die Division einer Zerlegung einer Menge in mehrere
gleich méachtige Teilmengen.

~= -7

Die entstandene Situation kann man sowohl unter dem Blickwinkel der Division als
auch unter dem Blickwinkel der Multiplikation betrachten. In der Sicht als Division
sind es 20 Mengenelemente, die auf vier Portionen verteilt wurden (20:4 = 5) bzw.
20 Elemente, die in Portionen zu je funf aufgeteilt wurden (20:5 = 4). In der mullti-
plikativen Sicht sind es viermal funf Elemente, also insgesamt 20 (4-5 = 20). (Dass
20 Elemente sich auch aus funfmal vier Elementen (5-4 = 20) ergeben, erschlief3t
sich aus der Situation in der Zeichnung nicht, sondern muss als multiplikativer Zu-
sammenhang erarbeitet werden bzw. worden sein.)

Anschaulich gesprochen sind vier und funf oder auch zwei und zehn ,multiplikative
Bausteine” (Gerster & Schultz 2004, S. 407) der 20. In diese Bausteine kann die 20
aber auch wieder zerlegt werden. Dadurch ergibt sich, &hnlich wie bei der additiven
Zahlzerlegung (vgl. DVV-Rahmencurriculum Rechnen Stufe 1, S. 321f.), ein Zahlen-
tripel:

20

20
/N /N
10

4 5 2
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Aus diesen multiplikativen Zahlentripeln ergeben sich jeweils vier Zusammenhange:

20 4-5=20
/ N\ 204 5
4 5

20:4= 4

Falls die Teilnehmer/-innen Teile des Kleinen Einmaleins bereits beherrschen und
diese Zusammenhange verstanden haben, kdnnen sie daraus die entsprechenden
Ergebnisse des Kleinen Einsdurcheins ableiten. Dabei zeigt sich eine gewisse Analo-
gie zur Erarbeitung des Kleinen Einspluseins und Einsminuseins auf Stufe 1, bei der
die additive Zerlegbarkeit von Zahlen eine wichtige Rolle spielte (vgl. ebd.).

Ableiten aus bereits bekannten Aufgaben

FUr die Erarbeitung des Kleinen Einmaleins war die Idee des Ableitens aus bereits
bekannten Aufgaben von zentraler Bedeutung. Diese Idee kann auch fur das Kleine
Einsdurcheins wieder aufgegriffen werden.

Aus der Umkehrung der Kernaufgaben des Kleinen Einmaleins ergeben sich entspre-
chend der oben beschriebenen Idee der Zahlentripel Stutzpunkte fir das Ableiten
von Divisionsaufgaben.

1:6= 6 -~ 6:6= 1
2:6=12 ---> 12:6= 2
5:-6=30 ---— 30:6= 5
10-6=60 ---—- 60:6=10

Aus diesen ,Kernaufgaben der Division® lassen sich alle weiteren Ergebnisse einer
Reihe des kleinen Einsdurcheins ableiten, wie im Folgenden exemplarisch anhand
der Division durch sechs verdeutlicht wird:

18:6 = 12:6 + 6:6
24:6 = 30:6 - 6:6
24:6 = 12:6 + 12:6
36:6 = 30:6 + 6:6
42:6 = 30:6 + 12:6
48:6 = 60:6 - 12:6
54:6 = 60:6 - 6:6

Zum Ergebnis der Aufgabe 42:6 kann man zum Beispiel durch folgende Uberlegun-

gen kommen: ,30:6 ist 5. 42 ist um 12 mehr als 30. 12:6 ist 2. Also ist 42:6 gleich

7." Dieses Vorgehen ergibt sich relativ ungezwungen aus den Grundvorstellungen zur
Division. Die vorhandenen Objekte werden sukzessive aufgeteilt bzw. verteilt.

Die bekannte Aufgabe 30:6 kann aber auch als Ausgangspunkt flr die Ermittlung
des Ergebnisses von 24 :6 dienen: ,30:6 ist 5. 24 ist um sechs weniger als 30.
Also ist 24:6 = 4.“ Dabei muss auf der Mengenebene sozusagen mit hypothetisch
vorhandenen Objekten operiert werden: Wenn man 30 Objekte hatte, kdnnte man
funf Sechser-Portionen erstellen. Man hat aber tatséchlich sechs Objekte weniger
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zur Verfigung. Daher kann man auch nur vier Sechser-Portionen erstellen (aufteilen).
Oder verteilend gedacht: Wenn man 30 Objekte hatte und diese an sechs Personen
verteilt, dann bekdme jeder funf. Man hat aber tatséchlich sechs Objekte weniger.
Daher bekommt jeder nur vier.

Ein anderer Weg, sich das Ergebnis von 24 :6 zu erschlieBen, kénnte zum Beispiel
Uber die Aufgabe 12:6 gehen: ,12:6 ist zwei. 24 ist doppelt so viel wie 12. Also ist
24:6 auch doppelt so viel wie zwei, namlich vier.”

Lernstrategien zur weiteren Festigung des kleinen Einsdurcheins

Zur Routinisierung der Ableitungsstrategien kann es auch beim kleinen Einsdurch-
eins sinnvoll sein, die Lernprozesse innerhalb des Kurses durch die Arbeit mit einer
Lernkartei zu erganzen.

Fir die Thematisierung des Zusammenhangs zwischen Multiplikation und Division
sind zum Beispiel Kartenvarianten maglich, bei denen auf der Vorderseite ein multi-
plikatives Zahlentripel steht, aus dem dann die entsprechenden Multiplikations- und
Divisionsaufgaben abgeleitet werden sollen.

Vorderseite: Ruckseite:
30 5-6 =30
6 -5 =30
/\ 30: 6 = 5
5 6 30:5= 6

Die Automatisierung der Kernaufgaben der Division kann sowohl ,,operationsintern®
als auch Uber den Bezug zur Multiplikation erfolgen. FUr die erste Variante kbnnen die
Karten beispielsweise folgendermalen gestaltet werden:

Vorderseite: Riickseite:
6 : 6 = 6 :6 =1
12 : 6 = 12 : 6 = 2
60 : 6 = 60 : 6 =10
30 : 6 = 30 : 6 =5

Der Bezug zu den Kernaufgaben der Multiplikation kann hergestellt werden, indem
auf die Vorderseite eine der Kernaufgaben der Division und auf die Rickseite die
entsprechende Kernaufgabe der Multiplikation als Hinweis geschrieben werden:

Vorderseite: Riickseite:

30 : 6 = 56 =30
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Die zweite Variante ist offensichtlich nur dann sinnvoll, wenn die entsprechenden
Kernaufgaben der Multiplikation bereits sicher beherrscht werden.

Die Routinisierung der Ableitungstechniken kann &hnlich erfolgen wie bei der Multi-
plikation. Dazu werden die weiteren Divisionsaufgaben zun&chst gemeinsam mit
passenden Kernaufgaben auf eine Karteikarte geschrieben. Diese Kernaufgaben
dienen dann als Stutzpunktaufgaben fur die Ableitung. Dabei kdnnen ggf. wiederum
unterschiedliche Kernaufgaben als Stitzpunkt dienen.

Vorderseite: Rickseite:
30 : 6 = 30 : 6 =5
24 : 6 = 24 : 6 = 4
12 : 6 = 12 : 6 = 2
24 : 6 = 24 : 6 = 4

Zuletzt sollen die Divisionsaufgaben ohne einen Hinweis auf geeignete Kernaufgaben
geldst werden. Auf der Vorderseite steht dann nur noch die zu I6sende Divisionsauf-

gabe. Die Ruckseite hat nur noch Hinweisfunktion. Auf ihr stehen passende Kernauf-
gaben, aus denen die Aufgabe auf der Vorderseite abgeleitet werden kann.

Vorderseite: Riickseite:

24 : 6 = 30: 6 =5

2.6.5 Kenntnis ausgewahliter Teilungen der 100 und 1000 als Stiitze
fur die Zahlraumorientierung

Im Hinblick auf die Zahlraumorientierung, aber auch flr lebenspraktische Aspekte,
wie zum Beispiel den Umgang mit Geld, ist es hilfreich, manche Teilungen der 100
und 1000 abrufbereit zu haben.

Zahlraumorientierung

Teilungen der 100

Hinsichtlich der Zahlraumorientierung bietet die Kenntnis der mdglichen Teilungen der
100 Uber die 10er-Struktur hinaus eine weitere Orientierungshilfe. Hilfreich in dieser
Hinsicht sind insbesondere die Zerlegungen eines Hunderters in 2, 4, 5 und eben in
10 Teile. Als Stitze fur die Orientierung kann hier wiederum der Zahlenstrahl dienen ...
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... oder das 100er-Punktefeld, auf dem die Beziehungen auf der Mengenebene
deutlich werden.

~
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Dieses Wissen um die gleichmaBige Zerlegbarkeit eines Hunderters lasst sich vielfach
auch flr die Strukturierung gréBerer Zahlen nutzen. Wenn man zum Beispiel weil3,
dass ein Hunderter aus zwei FUnfzigern besteht, kann man sich daraus ableiten,
dass in drei Hundertern dreimal so viele, also sechs Funfziger enthalten sind.

Teilungen der 1000

Analog zum Hunderter kann auch ein Tausender in 2, 4, 5 oder 10 Teile eingeteilt
werden. Als weiterer nitzlicher Stutzpunkt kommt hier noch die Einteilung in 8 Teile
zu je 125 hinzu:

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
PR W W " " U — A A A

¥ T ¥ *
| | | | | | | | | | | g
I I I I I I I I I I |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

125 125 125 125 125 125 125 125

r v v g
| | | | | | | | | o
I I I I I I I I =

0 125 250 375 500 625 750 875 1000

Die Strukturierungen des Hunderters und des Tausenders bieten aufgrund der Uber-
lagerten 1000er-Struktur des Dezimalsystems auch eine Stiitze fur die Orientierung
in gréBeren Zahlrdumen. So kann man zum Beispiel aus der Kenntnis, dass sich ein
100er in funf Teile zu je 20 zerlegen lasst, ableiten, dass sich 100.000 in funf Teile zu
je 20.000 zerlegen lassen.
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Umgang mit Geld

Auch hinsichtlich des Umgangs mit Geld ist die Kenntnis wichtiger Teilungen von 100
und 1000 von Bedeutung. Manche der Teilnehmer/-innen werden gerade deshalb in
den Kurs gekommen sein, weil ihnen der Umgang mit dem monatlich verfligbaren
Geld schwerfallt. Dies mag bei manchem auch der Tatsache geschuldet sein, dass er
zum Beispiel bisher schlicht keine Vorstellung davon hatte, wie viel seine 400€ Miete
oder seine 50 € Telefonkosten im Verhaltnis zu den 1000 € sind, die er im Monat zur
Verflgung hat.

Ein Problem dabei ist, dass man Ublicherweise Betrage solcher GréBenordnung nicht
auf einmal vor Augen hat. Wenn man dann nicht Uber eine abstrakte Vorstellung der
GroBenordnung von Zahlen verfigt, hat man kaum eine Mdglichkeit, sich klar zu
machen, wie sich die einzelnen Ausgaben auf das verflgbare Budget auswirken. Im
Kurs haben Sie die Gelegenheit, mithilfe von Rechengeld solche Betrage (be-)greifbar
zu machen. Betrage wie 100 € oder 1000 € bilden dabei wichtige Bezugspunkte. Auf
diese Weise kann man sich zum Beispiel veranschaulichen, Uber wie viele 50er man
verflgt, wenn man 1000€ hat, und wie viele dieser 50er bereits fUr die laufenden
Kosten verwendet werden mussen. Das kann man an der Tafel oder auf einem Pos-
ter auch konkret mit Geldscheinen ,legen®. Ein anderes Beispiel wére zu schauen,
wie viele 20€-Scheine einem 100€-Schein entsprechen oder welche Stlckelungen
von 100€ noch mdglich sind und welche Gegenwerte diesen 100 € entsprechen.

Solche Uberlegungen sollten dabei auch an die Veranschaulichung am Zahlenstrahl
angekoppelt werden, damit die Teilnehmer/-innen Gelegenheiten erhalten, die ver-
schiedenen Darstellungsformen der Zahlen zu verknlpfen.
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3. DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN
STUFE 3

3.1 Ziele und Prinzipien

3.1.1 Mathematische Bildung - Funktionalitit in und fiir Lebenssituationen
und Teilhabe an der menschlichen Kultur

Es liegt nahe, Menschen mit geringen mathematischen Kenntnissen nur oder
vorrangig eine funktionale, lebenstaugliche Mathematik zu lehren. Eine solche
Beschrankung nimmt sie aber in ihrer Bildsamkeit nicht ernst und spricht ihnen das
Recht auf Bildung ab. Mathematische Bildung sollte stets und flr alle Menschen

in einer ausgewogenen Balance und Verbindung von Funktionalitét in Lebenssitu-
ationen und personlicher Teilhabe an der menschlichen Kultur (Enkulturation) sein.
Lebensorientierung und Kulturorientierung mathematischer Bildung sollten nicht als
sich ausschlieBende, kontradiktorische Pole, sondern als sich gegenseitig durch-
dringende und bereichernde Aspekte betrachtet werden. Mathematik als Weltzu-
gang eigener Art, als Modus der Weltbegegnung ist untrennbar verbunden mit einer
Mathematik in und fUr Lebenssituationen, die ohne ein Reflexionswissen tUber Mathe-
matik und die Charakteristik ihres Denkens nur eine Anhaufung von unverbundenen
Faustregeln darstellt und einem unverstandenen Formelgehorsam unterworfen ist.

3.1.2 Entscheiden und Urteilen

Ein Ziel des Kurses ist, die Teilnehmer/-innen zu befahigen, in mathematikhaltigen
Situationen mit Rechnungen, mathematischen und auBermathematischen Abwa-
gungen und Argumenten zu sinnvollen, verntnftigen und fUr sie zufriedenstellenden
Entscheidungen zu kommen. Dies betrifft zunéachst ihren individuellen Lebensbereich,
in dem zuweilen mathematische Aktivitaten erforderlich sind. Hier stehen die Bewal-
tigung, Bearbeitung und Gestaltung von mathematikhaltigen Lebenssituationen im
Vordergrund. Zumeist begegnet man aber Situationen, deren mathematischer Gehalt
bereits bearbeitet ist, z. B. an der Supermarktkasse oder bei Miet-, Energie- oder
Lohnabrechnungen. Hier geht es darum, dass man nachrechnen und beurteilen
kann, ob die mathematische Bearbeitung richtig und der Sachsituation angemessen
ist, dass man sie nachvollziehen, befragen und auch anzweifeln kann. Diese Urteils-
fahigkeit ist ein zentraler Bestandteil einer alltagstauglichen mathematischen Bildung
und sollte im Kurs angestrebt und systematisch entwickelt werden.

3.1.3 Abgrenzung von der Schulmathematik

Lernen von Mathematik wird im Kern mit schulischem Lernen von Mathematik in
eins gesetzt, und es ist nicht einfach, sich von dieser Kopplung gedanklich, padago-
gisch und inhaltlich zu 16sen. Auch wenn viele Inhalte dieses Kurses sich mit solchen
aus den Jahrgangsstufen 4 bis 7 Uberschneiden, ist eine klare Abgrenzung von der
Schulmathematik und ihrer Ausrichtung erforderlich. Der Kurs verfolgt eine deutlich
andere Zielsetzung. Wahrend schulisches Lernen auf einem langfristigen, in Teilen
redundanten und spiralig angelegten Curriculum beruht und auch ein Vorratslernen
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beinhaltet, ist das Lernen in diesem Kurs auf unmittelbarere Ziele gerichtet. Wahrend
Schuler/-innen in der Einrichtung Schule nur langsam zunehmend die Verantwor-
tung fur ihr Lernen Ubernehmen, entscheiden Erwachsene von vornherein selbst,
was und wie viel sie von dem angebotenen Stoff annehmen und aufnehmen. Nur ein
solcher Angebotscharakter nimmt sie in ihrer Lebenssituation ernst und ermaoglicht
ihnen souveranes, selbstbestimmtes und selbsttétiges Lernen. Die Abgrenzung von
der Schulmathematik sollte auch den Teilnehmern und Teilnehmerinnen des Kurses
bewusst werden.

Die Teilnehmer/-innen waren in der Schule in der Regel nicht affin zum Fach Mathe-
matik. Ein wesentlicher Grund dafUr lag in der technischen Orientierung des Mathe-
matikunterrichts. Damit ist gemeint, dass das Abarbeiten von Techniken des Rech-
nens, des Umformens, der Bestimmung von Koeffizienten usw. im Zentrum stent.
Viele Lehrer/-innen glauben, dass ,schlechte” Schler/-innen erst einmal Techniken
Uben mussten und dass nur die ,Guten® verstehen konnten, warum die Verfahren
funktionieren. Man kann aber genau umgekehrt auf das Feld schauen: Die schwa-
chen Schler/-innen kdnnen (nur?) rechnen lernen, wenn sie verstehen, warum ein
Verfahren funktioniert. Rechentechniken ohne Verstandnis abarbeiten kann man hin-
gegen nur bis zu einer bestimmten Komplexitatsstufe. Da die Verfahren im Verlauf der
Schulzeit immer komplexer werden, bréckeln peu a peu immer mehr Schiler/-innen
weg. Daraus ergibt sich fur diesen Kurs folgende Orientierung:

In Teil 3.1 treten formalisierte Rechentechniken nur auf, wenn sie von den Teilneh-
merinnen und Teilnehmern eingebracht werden oder wenn sie dabei helfen, die von
den Teilnehmerinnen und Teilnehmern eingebrachten Lésungswege vertiefend zu dis-
kutieren. In Teil 3.2 werden Rechentechniken nur vorsichtig formalisiert, soweit dies
beim Verstehen hilfreich ist. Eine Mechanisierung von Rechentechniken wird nicht
angestrebt. Wenn Techniken thematisiert werden, dann steht im Zentrum die Frage,
wie sich diese Technik in die L6sungswege der Teilnehmer/-innen einordnet und wa-
rum die Technik funktioniert. Den Teilnehmerinnen und Teilnehmern sollte mdglichst
bewusst werden, warum sie die Technik friher nicht verstanden haben bzw. nicht
routinisieren konnten.

Schulmathematische Aufgabenstellungen folgen nicht nur oftmals dieser technischen
Orientierung. Wenn sie reale Probleme in den Blick nehmen, dann verabsolutieren sie
in der Regel in unbewusster und nicht hinterfragter Selbstverstandlichkeit die mathe-
matische Perspektive. Anwendungen in Textaufgaben dienen haufig vorrangig oder
sogar ausschlieBlich dazu, die gelernten mathematischen Inhalte und Verfahren zu
Uben, und nicht dazu, sich mit der gestellten Frage oder Situation tatsachlich ausein-
anderzusetzen.

Mathematik kann nur mathematische Probleme I&sen. Problem- und Lebenssituati-
onen, Fragen, die sich im Leben stellen, kbnnen aber mathematikhaltig sein, ma-
thematische Perspektiven enthalten. Mathematik kann dann dazu beitragen, sie zu
bearbeiten, aber immer nur als ein Teil, als ein Ansatz, als ein Zugang von mehreren
maoglichen, der vielen Teilnehmerinnen und Teilnehmern bislang eher verschlossen
war. Letztlich ist aber das Gesamturteil niemals nur auf Mathematik gegrindet, und
wenn dies einmal so sein sollte, dann hat der Urteilende realitatsfremd entschieden,
andere Perspektiven zurlickzustellen. Ziel des Kurses ist einerseits, die Teilneh-
mer/-innen zu bereichern und zu befahigen, einen mathematischen Blick auf Situ-
ationen werfen zu kénnen, andererseits aber auch die Grenzen dieses Blickes im
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Auge zu behalten, wenn Entscheidungen in mathematikhaltigen Situationen zu féllen
sind. Schulzentriertes Wissen hat einen grundsétzlich anderen Charakter als leben-
sorientiertes Wissen, das darauf zielt, sich in Lebenssituationen selbstbestimmt und
souveran zu bewegen und sie zu gestalten oder mitzugestalten.

Schulmathematik hat die Tendenz, zum traditionellen Ritual zu werden und ihre
Zwecke nur in sich selbst und moglicherweise in einer bildungsmaBigen Selektion
und der Zuteilung von Lebens- und Berufschancen zu sehen, ohne dass sie fur sich
beanspruchen kann, tatsachlich der Lebensvorbereitung zu dienen. Vor allem im
ersten Teil des Kurses sollte die Mathematik hingegen den Anwendungen dienen und
nicht die Anwendungen der Mathematik.

3.1.4 Lebensbereicherung statt Lebensvorbereitung

Lebensvorbereitung ist der falsche Terminus flr erwachsene Kursteilnehmer/-innen,
die auch vor dem Kurs ihr Leben organisiert, gestaltet und gemeistert haben und da-
nach meistern werden. Ein Mensch mit geringen mathematischen Kenntnissen ist in
gewissem Sinne und in stark abgeschwachter Form mit einem Menschen vergleich-
bar, der sich langere Zeit in einem Land aufhélt, ohne die Landessprache zu beherr-
schen. Sein Handlungsspielraum und seine Mitwirkungs- und Gestaltungsmaoglich-
keiten sind eingeschrankt. Ohne eine lebenstaugliche mathematische Bildung ist man
darauf verwiesen, in mathematikhaltigen Situationen anderen zu ver- oder misstrau-
en, Entscheidungen anderen zu Uberlassen, sie zufallig und zum eigenen Nachteil

zu féllen oder sie nach Méglichkeit ganzlich zu meiden. Solchen Einschrankungen
entgegenzuwirken, ist ein zentrales Ziel des Kurses. Er soll die Teilnehmer/-innen
stark machen und ihnen ein selbstbestimmtes Handeln, Entscheiden, Gestalten und
Leben in solchen Situationen und auch dartber hinaus ermdglichen.

3.1.5 Ich-Starke

Mathematische Bildung sollte wie alle Bildung die Teilnehmer/-innen starken. Gegen
diesen Grundsatz wird im schulischen Mathematikunterricht haufig verstoen. Er
erzeugt zuweilen eher eine falsche Hochachtung und Angste vor diesem Metier und
Minderwertigkeitsgeflhle. Solche mathematische Sozialisation fuhrt zu Unterwerfung
und Anpassung und nicht zur Starkung des individuellen Denkens. Mathematische
Bildung sollte niemals nur als Kulturtechnik im affirmativen Sinne, sondern als Er-
weiterung und Gestaltungsmoglichkeit des eigenen Lebens- und Gedankenraumes
gelehrt, gelernt, erworben, aufgebaut und sich zu eigen gemacht werden. Das Ver-
trauen in die eigene Person und die eigenen Fahigkeiten innerhalb und auBerhalb der
Mathematik zu starken, ist ein zentrales Ziel dieses Kurses. Dazu mussen die Teilneh-
mer/-innen selbst tatig werden, diskutieren, Situationen untersuchen und erschlieBen.
Es sollte sich also nicht um Unterricht im klassischen Sinne, sondern um Anleitung
zum Selbstlernen, Denken und Arbeiten handeln, das von den Lehrpersonen zuriick-
haltend und ermutigend, aber nicht belehrend moderiert wird.
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3.1.6 Didaktische Pramissen und Prinzipien

Mathematik im Kontext dient gleichermalBen der ErschlieBung der Welt wie der
ErschlieBung der Mathematik. Elementarmathematik, ihre Begriffsbildungen und
Argumente kdnnen und sollen aus Lebenssituationen, aus der erlebten Wirklichkeit
emergieren, sich aus ihrer Beschreibung und Bearbeitung entwickeln, sich ergeben
und entstehen. Das wurzelt sie in unser allgemeines Denken ein, 18sst sie verstand-
lich werden, macht sie zuganglich und &ffnet sie. Im Kurs sollte das mathematische
Denken zun&chst nicht dem allgemeinen Denken trennend gegentbergestellt wer-
den, sondern aus diesem und der Lebenserfahrung erwachsen, sie erweitern und in
sie eingebettet werden. Pramissen und Prinzipien sind dabei:

e MuBe

e Selbsttatigkeit

e Variation und L&sungsvielfalt

¢ Reichhaltigkeit

¢ Beziehungshaltigkeit

¢ Veranschaulichungen — Wechsel von Darstellungsarten
e cinsichtige Begrindungen und Formulierungen

e Kommunikation

e individuelles und dialogisches Lernen

Zur MuBe gehort, dass man sich auf einen Gegenstand oder eine Fragestellung
einlasst. Eine Frage verstehen, heiBt sie sich stellen. So wird aus der Frage eine
eigene, individuelle oder gemeinsame Frage, an deren Antwort man interessiert ist
und arbeitet. In den Kurssitzungen sollte in der Regel nicht mehr als ein Themenfeld
bearbeitet werden, um in Ruhe bei einem Sachzusammenhang zu verweilen, ihn
grundlich zu erértern. Ein Weiterschreiten setzt voraus, dass alle Kursteilnehmer/-in-
nen mit der Fragestellung und ihrer Bearbeitung ausreichend vertraut sind und sich
einen Fortgang winschen.

Die Selbsttatigkeit ist eine grundlegende Voraussetzung flr jedes Lernen. Man
lernt nicht durch Mitteilungen und Anweisungen, sondern indem man selbst Uber die
Dinge — haufig auch unter Anleitung und durch Anst6e — nachdenkt.

Bei der Bearbeitung einer mathematikhaltigen Sachsituation sind die Vielfalt von L6-
sungen und die Variation der Problemstellung von ausschlaggebender Bedeutung.
Eine L6sung kann man nur finden und recht verstehen, wenn man unterschiedliche
Wege einschlagt, wenn man eine zweite und dritte L&sung sieht, die das Problem
gleichsam umkreisen und aus verschiedenen Blickwinkeln erscheinen lassen. Meh-
rere Losungswege bieten zudem die Sicherheit, koharent gedacht und gerechnet zu
haben. Ein ,Das geht doch so!l“ hilft nicht zu verstehen, sondern drangt sich nur auf
und drickt die eigenen Gedanken, ohne die ein eigenes Verstehen gar nicht méglich
ist, weg. Man muss sich die Sache schlie3lich selbst klar machen. Mit fremdgedach-
ten Losungswegen sind die Teilnehmer/-innen oft genug gescheitert.
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Aufgabenstellungen wie

In einem Laden kostet eine Packung mit 30 Brausetabletten 6 Euro,
ein anderer Laden verkauft eine Packung mit 50 Brausetabletten flr 8 Euro.
In welchem Laden sollte man die Tabletten kaufen?

lassen vielfaltige Bearbeitungswege zu:

Man Uberlegt,

wie viele Tabletten jeweils 1 Euro kosten.

wie viele Tabletten jeweils 2 Euro kosten.

wie viel 10 Tabletten jeweils kosten.

wie teuer eine Tablette jeweils ist.

dass 5 Packungen aus dem einen Laden so viele Tabletten enthalten wie
3 Packungen aus dem anderen Laden.

wie viele Tabletten man jeweils fir 24 Euro erhalt.

wie viel 100 Tabletten jeweils kosten.

wie viel man in dem ersten Laden fur 50 Tabletten zahlt.

wie viel man im dem zweiten Laden fur 30 Tabletten zahlt.

. dass eineinhalb Packungen aus dem ersten Laden weniger Tabletten enthalten
als eine Packung aus dem anderen, aber teurer als diese sind.

ok~

O © N>

Auch die Berechnung, wie viel 30 % von 600 sind, lasst ganz unterschiedliche Re-
chenwege zu, die nicht durch einen Normansatz ersetzt oder standardisiert werden
sollten.

Die Variation der Daten in Sachsituationen und Aufgaben macht diese durchsich-
tiger, schafft eine Vorstellung von den zu erwartenden GréBenverhaltnissen und
bestatigt den Sinn der Rechnung.

Alltagsnahe mathematische Problemstellungen sind in der Regel komplex und lassen
ganz unterschiedliche Fragestellungen und Perspektiven zu. Diese Reichhaltigkeit
sollte im Kurs nicht eliminiert, sondern gepflegt werden. Anders als bei Schulaufga-
ben geht es bei Fragen, ,die das Leben stellt, um verschiedene maogliche, sinnvolle
Antworten und nicht um genormte Ldsungswege, die einzutiben und zu memorie-
ren sind. Vor allem Vergleichssituationen kdnnen reichhaltig sein und variantenreich
bearbeitet werden.

Der Begriff Beziehungshaltigkeit geht auf den Mathematikdidaktiker Hans Freu-
denthal zurtick. Er schreibt dazu:

Vil man zusammenhéangende Mathematik unterrichten, so muss man nicht in erster
Linie die Zusammenhéange direkt suchen; man muss sie ldngs der Ansatzpunkte
verstehen, wo die Mathematik mit der erlebten Wirklichkeit des Lernenden verkn(ipft
ist. Das — ich meine die Wirklichkeit — ist das Skelett, an der sich die Mathematik
festsetzt. [...] Wenn ich Uber beziehungshaltige Mathematik spreche, so lege ich den
Nachdruck auf Beziehungen zu erlebter Wirklichkeit, nicht zu einer eigens zu diesem
Zwecke konstruierten toten Scheinwirklichkeit, wie sie etwa im Rechenunterricht
héufig heraufbeschworen wird.” (Freudenthal 1997, S. 77 und 79)
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Veranschaulichungen und der Wechsel von Darstellungsarten helfen in grund-
legender Weise, eine Problemstellung zu verstehen und Ideen fur ihre Bearbeitung zu
entwickeln. Skizzen, Grafiken und Diagramme — wie vorlaufig und zun&chst unvoll-
standig auch immer — fihren (auch einfache) Sachsituationen vor Augen, machen sie
sichtbar, Ubersichtlich und einsichtig; an ihnen kann sich ein Bearbeitungsplan und
schlieBlich eine Losung entwickeln.

Einsichtige Begriindungen und Formulierungen sind flr das Verstehen mathe-
matischer Problembearbeitungen grundlegend und verhindern ein gedankenloses
Anwenden oder undurchdachtes Ubernehmen von Faustregeln, Verfahren und
Formeln. Ihnen ist besondere Aufmerksamkeit zu widmen. Die Argumentation ist —
soweit mdglich — an der Sache zu entwickeln und nicht mit oder innerhalb mathema-
tischer Sprech- oder Schreibweisen.

Die Kommunikation Uber Sachverhalte und ihre mathematikhaltigen Losungen soll-
te nicht nur schriftlich — in unkommentierten Zeichenreihen — sondern auch mundlich
erfolgen. Die schriftliche und mundliche Versprachlichung dient in gleicher Weise dem
eigenen Verstehen wie dem Lernen und Verstehen anderer Kursteilnehmer/-innen:
Lernen durch Dialog, gemeinsames Klaren und gegenseitiges Erlautern. Zur Kom-
munikationsfahigkeit gehort nicht zuletzt, dass man in der Lage ist, ein Problem, mit
dem man selbst nicht zurechtkommt, anderen darzustellen, wenn man sie um ihre
Hilfe bitten will, und ebenso, dass man die Lésungen anderer befragen kann.

Individuelles und dialogisches Lernen statt Dozieren oder Erklaren durch die
Lehrperson sind die Richtschnur fUr den Kurs. Man muss sich zunéchst eine Pro-
blemstellung selbst zu eigen machen, bevor man in den Dialog mit anderen tritt.
Lernen und Verstehen sind individuell, der Austausch mit Partnern kann sie in Gang
setzen und befligeln, aber nicht ersetzen.

3.1.7 Gliederung der Stufe 3
Stufe 3 ist in zwei Teile gegliedert:

e Im Teil 3.2 ,Mathematik im Leben“ werden mathematikhaltige Sachsituationen
besprochen, befragt und bearbeitet.

e Im Teil 3.3 ,Mathematik fUrs Leben“ werden die mathematischen Erfahrungen und
Erkenntnisse aus dem ersten Teil systematisiert und zu einer alltagstauglichen und
lebenskundlichen mathematischen Bildung verbunden und verdichtet, die in den
behandelten Sachsituationen erarbeitet wurde und sich nun auch in anderen Berei-
chen anwenden lasst.

128

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 3

3.2 Mathematik im Leben

Im ersten Teil des Kurses soll von konkreten Problemstellungen ausgehend Mathe-
matik im Kontext gesehen und betrieben werden. Dies dient einerseits dem Kennen-
lernen des mathematischen Wissens und Kénnens sowie der Problemldsestrategien
der Teilnehmer/-innen, die ernst zu nehmen, auszubauen und nicht als defizitar zu
betrachten sind, und andererseits einer ersten sanften und sorgfaltigen Bearbei-
tung mathematikhaltiger Situationen. Die Tiefe der Behandlung wird zun&chst im
Wesentlichen durch das Vorwissen und Vermogen der Teilnehmer/-innen und deren
Austausch bestimmt. Die Lehrperson soll hier gezielt AnstdBe geben und Angebote
machen, insbesondere solche, die nachgefragt werden, aber nicht Modellldsungen
vorexerzieren oder ein festgelegtes Pensum abarbeiten.

Grundlage zur Erkundung und Behandlung der unten genannten Themenfelder soll-
ten stets Materialien wie Kopien aus Kochbuchern, Kataloge von Reiseunternenmen,
Fahrplane, Prospektmaterial, Zeitschriftenartikel u. A. sein. Die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer werden selbst Fragen zu dem Material entwickeln, moderiert und ergénzt
von der Lehrperson. Das Begreifen ist — wo mdglich — auch wértlich zu verstehen.

Eine Auswahl fiir die Inhalte von Kursteil 3.2

e Kochrezepte'

* Reisen

¢ Bankgeschéfte

¢ Einkaufen

* Mieten und Wohnen

e Energieverbrauch

e Ldhne, Gehélter, Hartz IV

e Zahlen, Daten und Graphiken aus Zeitungen

Nicht alle diese Themenfelder sollen bearbeitet werden. Die Kursteilnehmer/-innen
kénnen hier Uber die Auswahl und Reihenfolge mitentscheiden, andere Vorschlage

machen und auch aufgefordert werden, Material zu einem Themenfeld zu sammeln
und mitzubringen.

Im Themenfeld ,Kochrezepte* kann man zunéchst die MaBeinheiten klaren, ver-
schiedene Rezepte zum gleichen Gericht miteinander vergleichen und sie auf eine
andere Personenzahl (z.B. 6 statt 4) umrechnen.

Im Themenfeld ,,Reisen“ kann man Fahrplane studieren, Routen zusammenstellen,
Reisezeiten und -kosten (Bahn, Auto, Flugzeug, Fahre) abschatzen, berechnen und
vergleichen. Auch Pauschalreisen und die Buchung von Hotels und Ferienwohnun-
gen geben Anlass zu Berechnungen und Vergleichen.

Im Themenfeld ,Bankgeschéafte® kann man sich mit den Kontostanden vor und
nach Einzahlungen/Auszahlungen befassen, die Eintrage in Sparblchern klaren und
einen ersten Blick auf Zinsen werfen.

14) Denkbar wére, dass zum persénlichen Kennenlernen ein Essen nach einem dieser Rezepte
gemeinsam gekocht und verzehrt wird.
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Im Themenfeld ,Einkaufen* kann es um die Planung von kleineren und gréBeren
Anschaffungen gehen, um den Vergleich von Angeboten und um Rabatte. Auch die
FUhrung eines Ausgabenheftes kann hier besprochen werden.

Im Themenfeld ,Mieten und Wohnen* kann man Mieten vergleichen, sie aufschlls-
seln (Kaltmiete/Warmmiete/Nebenabgaben/weitere feste Kosten) und anspruchsvol-
ler die Wohnflachen in Beziehung zu den Miethdhen setzen.

Zum Themenfeld ,hauslicher Energieverbrauch® bietet sich die Durchfiihrung
eines Projekts zur Messung des Stromverbrauchs von Elektrogeréaten an — mit Mess-
geréaten, die vielerorts von den Stadtwerken oder lokalen Stromanbietern verliehen
werden. Dies fuhrt in naheliegender Weise zur Besprechung der auftretenden Gro-
Ben, zur Anlage von Tabellen, zu Vergleichen, Hochrechnungen und Kalkulationen.

Im Themenfeld ,L6hne und Hartz IV¥ kann man Abrechnungen lesen und detailliert
untersuchen, Stunden- und Monatsléhne in Beziehung setzen, Mindestidhne (nach
Branchen) und Hartz-IV-Zahlungen vergleichen.

Im Themenfeld ,Zahlen, Daten und Graphiken aus Zeitungen* geht es um das
mediale Auftreten und den medialen Einsatz von Zahlen, Rechnungen und Mathema-
tik. Ist dieser stimmig? Ist er durchsichtig und angemessen? Sind die hier getroffenen
Aussagen, Folgerungen und Wertungen verstandlich und nachvollziehbar? Sind
Graphiken sinnvoll angelegt? Was besagen sie?

Weitere Themenfelder sind je nach der Interessenlage der Kursteilnehmer/-innen
denkbar:

¢ |m Themenfeld ,Nahen und Werken“ kann man Stlckplane aufstellen, den Mate-
rialverbrauch, die zugehodrigen Kosten und den Zeitaufwand ermitteln und verglei-
chen.

e Im Themenfeld ,Sport* kann man Tabellen lesen, Ergebnisse aus verschiedenen
Sportarten und Jahren untersuchen und vergleichen.

e Im Themenfeld ,Spiele und Chancen” kann man Wurfel- und Glicksspiele untersu-
chen, Strategien und Gewinnchancen erdrtern.

Die in den genannten Themenfeldern eingesetzte Mathematik soll den Situationen
und Problemstellungen angemessen sein; Uber-Mathematisierungen und Forma-
lisierungen sind zu vermeiden. Will man z. B. ermitteln, ob es gunstiger ist, einen
Handyvertrag inklusive eines Handys fir 24 Monate abzuschlieBen oder ein Handy zu
kaufen und den Vertrag separat abzuschlieBen, ist es nicht erforderlich, eine Funk-
tion aufzustellen, die die jeweiligen Kosten in Abhangigkeit von der Zahl der Mona-
te erfasst, sondern es genugt, fur beide Alternativen die Kosten flr 24 Monate zu
berechnen. Auch die Aufstellung von Gleichungen mit Variablen ist zur Beschreibung
einfacher Sachsituationen meist nicht erforderlich. Wenn man etwa errechnen will,
wie viele Personen an einem Ausflug mit einem fur 500 € gemieteten Bus teilnehmen
mussen, damit der Fahrpreis fUr den Einzelnen nicht hdher als 12,50 € ausfallt, bietet
es sich an, eine kleine Divisions- oder Multiplikationstabelle anzulegen, aus der das
Ergebnis nicht nur ersichtlich, sondern auch durchschaubar ist.

130

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 3

Mathematische Begriffe und Verfahren sollen nicht um ihrer selbst willen benutzt und
entwickelt werden, sondern in der Regel nur so weit, wie es die Problemstellung
erfordert. Soweit das moglich ist, sollten sie in der Bearbeitung von Sachsituationen
als nUtzliche und notwendige Werkzeuge entstehen. Andererseits sind mathematisch
falsche Ausdrucks- und Schreibweisen, auch wenn sie zu richtigen Ergebnissen
fUhren, wie zum B eispiel in der sukzessiven, dem Rechnen im Kopf nachgebildeten
Addition 28 + 17 =28 + 10 = 38 + 7 = 45, sanft und nachvollziehbar zu korrigieren.
Insgesamt sollen also sowohl die jeweilige Sache als auch das mathematische Hand-
werkszeug und ihre Nutzer/-innen ernst genommen werden.

Wichtige Tatigkeiten fiir Mathematik im Leben sind
* Uberschlagen,

e Schatzen,

e GroBenordnungen Uberblicken und

e Umgehen mit Taschenrechnern und Computern (z. B. Tabellenkalkulations-
software).

Sie sollten im Kurs durchgehend gepflegt und gelbt werden.

Manche der Teilnehmer/-innen (z. B. Hausmeister) sehen sich zunehmend mit der
beruflichen Anforderung konfrontiert, Tabellenkalkulationssoftware zu verwenden.
Der Kurs kann ihnen zeigen, dass diese Programme ihnen Rechenarbeit abnehmen
kénnen — weshalb sie anfangs auch als ,elektronische Rechenblatter” bezeichnet
wurden. Sind solche Programme verfligbar, dann kénnen damit Tabellen angelegt
und Daten in Balken- und Kreisdiagrammen veranschaulicht werden. An solchen
elektronischen Rechenblattern kann man auch anhand der VerknUpfung der Felder
einen ersten sinnvollen und inhaltlichen Zugang zum Funktionsbegriff gewinnen, der
in diesem Kurs nicht explizit benannt und diskutiert werden soll.

Das Uberschlagen sollte nahezu jeder Rechnung vorausgehen. In vielen Situationen
ist es wichtiger und nutzlicher als eine genaue Rechnung. Es schafft Sicherheit beim
Rechnen und ermdglicht, ein eigenes oder fremdes Rechenergebnis auf seine Stim-
migkeit zu prufen.

e Stimmt eine Restaurantrechnung von 47 € in etwa, wenn vier Personen je eine
Pizza und ein Getrank bestellt hatten?

¢ \Was kostet eine Pauschalreise fur 572 € ungeféahr, wenn ein Frihbucherrabatt von
35 % eingeraumt wird?

¢ \Was wird mein Einkauf in einem Lebensmittelladen in etwa kosten?

¢ Wie viel kosten StraBenbahn- und Busfahrten einer 4-kopfigen Familie im Monat?
Werden 100 € daflir ausreichen?

e Reichen zehn Euro, um Brot, Butter, Wurst, Kése, Zahnpasta und Briefmarken zu
kaufen?

¢ Wie viel kostet ein Auto monatlich?

¢ Wie viele Flaschen Wasser, Bier und Wein sollte man fUr eine Einladung von 12 bis
14 Personen bereitstellen?

131



DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN STUFE 3

¢ Wie viel Pfand werde ich fur eine Einkaufstasche voller Glas- und Plastikflaschen
erhalten? Oder irrt der Automat?

Beim Schétzen geht es darum, in Situationen, in denen man weder Werte noch
Naherungswerte fur GréBen kennt, verninftige Werte zu schatzen und Argumente flr
diese Schatzungen vorzubringen.

Das Uberblicken von GroBenordnungen ist firr das Uberschlagen und Schatzen
grundlegend, und man Ubt das eine mit dem anderen und umgekehrt.

Der verstandige Umgang mit Taschenrechnern, wie sie zum Beispiel in mobilen
Telefongeraten eingebaut sind, und Computern (z. B. Tabellenkalkulationssoftware)
erleichtert und stltzt das eigene Rechnen. Ohne ein sinnvolles und der Situation
angemessenes Runden kommt man hier leicht zu Ubergenauen oder unsinnigen
Ergebnissen.

3.3 Mathematik fiirs Leben

Im zweiten Teil des Kurses sollen die im ersten Teil in Problemsituationen verwende-
ten mathematischen Begriffe, Argumentationen und Verfahren systematisiert, verbun-
den und zueinander in Beziehung gesetzt werden. Ausgangspunkt sind nun jeweils
mathematische Themenfelder, bei denen man auf die Beispiele aus Kursteil 3.2. zu-
rickgreifen oder weitere entwickeln kann. Auch hier sollen also die mathematischen
Inhalte ihre Korrespondenz in der erfahrenen Wirklichkeit finden.

Inhalte von Kurs 3.3
e Zahlen

e GroBen und MalBeinheiten

¢ Prozentrechnung
e Statistik — einfache Begriffe und MaBe

e Tabellen und Grafiken

¢ Proportionalitdt und Antiproportionalitat
e Dreisatz

e Lineare Gleichungen und Funktionen

e Flachen und Korper

e Chancen

Die ersten drei Blocke umfassen Inhalte, die auch als ,Blrgerliches Rechnen®
bezeichnet und im taglichen Leben als unverzichtbar betrachtet werden. Sie sind
obligatorisch. Die Reihenfolge der Themen innerhalb der Blocke ist nicht festgelegt.
Zumeist wird es sich anbieten, diese Themen nicht nacheinander, sondern gleichzei-
tig und miteinander zu bearbeiten.
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Themenfeld ,,Zahlen/MaBeinheiten*
In diesem Themenfeld ist das Folgende zu behandeln:

Das Rechnen mit mehrstelligen nattirlichen Zahlen

Hier geht es ums Prinzip, bei der Multiplikation etwa um das Vervielfachen mit 10, um
das Verdoppeln und Halbieren und an Beispielen um den distributiven Charakter der
Multiplikation. Die Rechnungen werden dann mit einem Taschenrechner durchge-
fuhrt. In diesem Zusammenhang kénnen auch die Notation und die Bezeichnungen
von groBen Zahlen behandelt werden.

Dezimalzahlen

AnknUpfend an reale Situationen kénnen hier zunachst Geldbetrage, Temperaturen,
Langen und Zeiten im Leistungssport und Benzinpreise wie 154,9 Cent betrachtet
und erldutert werden. Dann erfolgt eine Erweiterung der Stellenwerttafel (vgl. Stufe 2)
auf Zehntel, Hundertstel und Tausendstel.

Runden und Nédherungswerte
Bei Rechnungen mit Dezimalzahlen mit dem Taschenrechner ist ein verntinftiges
Runden zu besprechen.

Einfache Bruchzahlen

Einfache Bruchzahlen wie 53312458555 koénnen in Anwendungssi-
tuationen als MaBzahlen von GréBen behandelt werden. Es sollten hier nur Beispiele
betrachtet werden, die in natirlicher Weise auf Bruchzahlen fuhren, wie etwa Auf-
teilung eines Erbes (an den Ehepartner, drei Kinder und zwei Enkel). Ein elaboriertes
Beispiel ist ein amerikanisches 16-teiliges MaulschlUssel-Set, das in aufsteigender
GroBe, wie folgt, beschriftet ist:

1/4* - 5/16“ - 3/8" - 7/16" - 1/2* - 9/16" - 5/8" - 11/16" — 3/4* - 13/16" - 7/8" -
15/16" - 1“-1.1/16" - 1.1/8“ - 1.1/4".

Wie lasst sich diese Beschriftung und Ordnung erklaren?

Gangige MaBeinheiten
Gangige MaBeinheiten gelten fir Gewichte, Entfernungen, Zeiten u. A.

Das Umrechnen von MaBeinheiten

Das Umrechnen von MaBeinheiten erfolgt auch in gréBere und kleinere der gleichen
Art. Anspruchsvoller kann man zum Beispiel fragen, mit welcher durchschnittlichen
Geschwindigkeit in km/h ein 100-m-Laufer diese Strecke zuriicklegt oder wie viele
Meter man bei einer Autofahrt mit einer Geschwindigkeit von 100km/h, 120km/h
oder 130km/h in einer Sekunde zurlicklegt.

Themenfeld ,,Prozentrechnung/ Statistik/ Tabellen und Grafiken“
Hier ist die Prozentrechnung ohne begrifflichen Aufwand wie Grundwert, Prozent-
wert, Prozentsatz etc. zu behandeln. Es genlgt ein Prozentbegriff auf der Grundlage

von p% = %. Formeln, wie sie die gangigen Schulblcher anbieten, sind zu vermei-

den. Sie verstellen nur das inhaltliche Begreifen durch formales Operieren und durch
das Uberflussige Kodieren und Dekodieren von Formvariablen und Parametern. Im
Dezimalsystem ist es einfach, 1 % einer GroBe oder Zahl zu bestimmen, aber es ist
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bei vielen Fragestellungen nicht erforderlich oder angebracht, in einer Art Dreisatz-
manier stets zunéchst 1 % zu ermitteln: 15 % von 600 kann man auch in naheliegen-
der Weise ermitteln, in dem man die Zahlen 60 (als 10 % von 600) und 30 (als die
Halfte der ermittelten 10 %) addiert.

Eine multiplikative Auffassung des Prozentbegriffs (35 % von 600 erhalt man durch
die Rechnung 600-0,35 = 210) vereinfacht die Prozentrechnungen auf schlichte
Multiplikations- und Divisionsaufgaben, sollte aber erst nach einer nachvollziehba-
ren Grundlegung des Prozentbegriffs (,50 % von* bedeutet die ,Hélfte von®, ,25 %"
bedeutet ,ein Viertel®, ,10 %" sind ,ein Zehntel“ usw.) eingefihrt werden, damit das
Rechnerisch-Formale nicht das inhaltliche Verstandnis Uberlagert und in den Hinter-
grund drangt.

Eine Analyse von Tankquittungen, bei der auffallt,
dass der ausgewiesene Mehrwertsteuerbetrag
nicht 19 % des Gesamtbetrages sind, kann hier
einen Abschluss darstellen.

TANKQUITTUNG
Diesel 42,56 Liter
1,419€/Liter
Gesamtbetrag 60,39€

Netto 50,75€
Mwst. 19 % 9,64€
Brutto 60,39€

Im Rahmen der Prozentrechnung ist auch das Thema ,Zinsen* anzusprechen und
in seinen Grundzugen zu bearbeiten: Guthabenzinsen bei Sparblchern und Schuld-
zinsen bei Konsumentenkrediten und deren Rickzahlung. Die Behandlung der
Dynamik von Zinseszinsentwicklungen, die nicht nur bei Bankgeschéften, sondern
auch bei der elementaren Modellierung von Wachstumsprozessen eine charakte-
risierende Rolle spielt, kdnnte hier einen allgemeinbildenden Schlusspunkt setzen
(vgl. Kirsch 1977).

In der Statistik sind ankntpfend an das Themenfeld ,Graphiken” aus Zeitungen

und anderen Quellen aus Teil 3.2 an inhaltlichen Beispielen in natUrlicher Weise die
Begriffe ,Maximum®, ,Minimum?*, ,arithmetisches Mittel“ und ,Medien® einzufUhren.
Einfacher kann man auch vom gréBten und vom kleinsten Wert, vom ,Durchschnitt®
und vom ,mittleren Wert" sprechen. In diesem Zusammenhang sind Stab- und Kreis-
diagramme zu besprechen. Die Anlage und Beschriftung solcher Diagramme sollte
an einfachen, inhaltlich sinnvollen und fUr die Kursteilnehmer/-innen Uberschaubaren
und aussagekréftigen Beispielen thematisiert werden. Denkbar ist hier auch die Ein-
beziehung von Computersoftware zur Erstellung solcher Diagramme. Ebenso wichtig
ist die Sichtung von Grafiken aus Zeitungen und anderen Quellen, ihre Interpretation,
die Uberpriifung ihrer Aussage und Angemessenheit.

Das Erstellen von Tabellen ist ein probates und haufig unterschatztes Mittel, ein Pro-
blem zu verstehen, aufzubereiten und zu bearbeiten. In vielen Féllen sind sie geeig-

net, eine Formelschreibweise zu vermeiden und sich stattdessen schrittweise einen

Uberblick zu verschaffen und an der Sache selbst zu arbeiten.
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Themenfeld ,,Proportionalitat und Antiproportionalitat/Dreisatz*

Die Begriffe ,Proportionalitat” und ,Antiproportionalitat” sind an geeigneten Sach-
situationen zu entwickeln. Auch hier geht es nicht um ein Erlernen von Begriffen,
sondern ein Erfassen von proportionalen Situationen: dem Vielfachen (Doppelten,
Dreifachen, Vierfachen usw.) einer GréBe entspricht das gleiche Vielfache (Doppeltes,
Dreifaches, Vierfaches usw.) einer anderen GroBe, was sich durch Tabellen entwi-
ckeln und erschlieBBen sowie durch Pfeilbilder veranschaulichen I&sst. Wichtig ist eine
sprachliche und verstandliche Fassung und nicht eine formelméaBige Darstellung.
Gleiches gilt fur Situationen, denen eine antiproportionale Zuordnung von GréBen zu-
grunde liegt: dem Doppelten, Dreifachen, Vierfachen, Flnffachen usw. der einen Gré-
Be entspricht die Halfte, ein Drittel, ein Viertel, ein FUnftel usw. der anderen Groie.

Der sogenannte ,Dreisatz* ist eine Mdglichkeit, bei proportionalen und bei antipropor-
tionalen Entsprechungen von GréBen Schllsse zu ziehen. Er sollte aber nicht standar-
disiert, formalisiert oder als mathematisches Verfahren expliziert und herausgestellt,
sondern inhaltsbezogen und zumeist in ganzen deutschen Satzen vollzogen werden.
Man kann dann auch zur AbkUrzung zu einer Pfeilschreibweise Ubergehen, wenn sich
das anbietet und der Sache und dem Verstandnis der Kursteilnehmer/-innen dient.
Vielfach ist das mechanische ,Uber-die-Einheit-Gehen* beim Dreisatz nicht erforder-
lich und eher inhaltsfern: Wenn man zum Beispiel weil3, dass 4 Brotchen 1,20€ kos-
ten, dann ergibt sich daraus unmittelbar, wie viel 2 oder 8 oder 6 oder 10 Brétchen
kosten, ohne dass man den Preis eines Brotchens als Zwischenergebnis errechnen
musste.

Problemstellungen, denen eine Proportionalitadt oder Antiproportionalitat zugrunde
liegt, lassen sich stets auf ganz verschiedene Weisen mit einem Dreisatz bearbeiten;
ein inhaltliches Beispiel zeigt die skizzierte Bearbeitung der Aufgabenstellung auf
Seite 133. Zunéachst ist in Sachsituationen stets zu prifen, ob sie durch eine propor-
tionale oder antiproportionale Entsprechung von GréBen erfasst werden kdnnen oder
ob dies nicht der Fall ist. Ein Hohepunkt, was die Komplexitat anlangt, kann mogli-
cherweise in einer Aufgabenstellung der folgenden Art erreicht werden:

Frau Meyer stellt beim Tanken fest, dass inr Auto auf einer 460km langen Fahrt
31,6 Liter Diesel verbraucht hat. Wie viele Liter Diesel verbraucht das Auto durch-
schnittlich auf 100km?

Wenn man durchschaut hat, dass 460km das 4,6-fache von 100km sind und damit
100km der 4,6-te Teil von 460km,

a )

460 km fuhr das Autto mit 31,6 Liter
14,6 14,6

100 km fuhr das Auto mit ? Liter.

N J

fUhrt die Aufgabe auf die schlichte Division 31,6:4,6 =~ 6,9, die man mit einem
Taschenrechner ausfiihren und mit dem Uberschlag 32:5 = 6,4 oder 32:4 =8
oder 30:5 = 6 Uberprifen kann.
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Bei der Auswahl der Aufgabeninhalte ist die Lebenssituation der Teilnehmer/-innen
zu bertcksichtigen. Diese vorstehende Aufgabe wird man also nur stellen, wenn
wenigstens einige der Kursteilnenmer/-innen tber ein Auto verfligen, ein solches
Gefahrt also Uberhaupt im Rahmen ihrer Lebensinteressen auftaucht.

Lineare Gleichungen und Funktionen

Lineare Gleichungen und Funktionen sollten in dem Kurs nur

angesprochen werden, wenn dafir Zeit und MuBe bleiben

und die davor stehenden Inhalte ausreichend und zufrieden-

stellend bearbeitet wurden. Mit linearen Funktionen kann

man Sachsituationen mathematisch erfassen, in denen zum

Beispiel ein Grund- und ein Einheitenpreis vorliegen, wie etwa

bei der Kostenberechnung des Strom- oder Gasverbrauchs.

Es ist aber daran zu erinnern, dass auch die Fragestellung, welcher Tarif welches
Energieanbieters bei welchem Verbrauch guinstiger ist, durch das Anlegen einer
Tabelle zufriedenstellend und einsichtig beantwortet werden kann. Den Steigungs-
begriff einzufliihren, hat in dem Kurs nur einen Sinn, wenn er zur Bearbeitung lebens-
naher Problemstellungen nutzlich und Gewinn bringend ist. Hier kann man etwa die
Verkehrsschilder fur Steigung und Gefalle besprechen und die Frage aufwerfen, ob
es Steigungen mit mehr als 100 % geben kann.

Themenfeld ,,Flachen und Korper

Hier kdnnen einfache Umfangs- und Inhaltsberechnungen von Flachen und einfache
Oberflachen- und Volumenberechnungen von Kdrpern stattfinden. Einschrankend ist
allerdings zu sagen, dass viele Aufgabenstellungen hier eher kinstlich sind. Will man
etwa aus dem Quadratmeterpreis einer Teppichware die Kosten fur die Auslegung
eines 3,5 Meter mal 4 Meter gro3en Wohnzimmers ermitteln, dann sind nicht nur die
GroBe, dessen Bodenflache und mdgliche Verspringe und Erker zu bertcksichtigen,
sondern auch, wie breit die Bahnen sind, in denen die Teppichware angeboten wird.
Auch beim Kauf eines Aquariums ist man auf den Erwerb von NormgroBen ange-
wiesen. Man koénnte aber verschiedene AquariengrdBen vergleichen und berechnen,
wie viel Liter Wasser sie fassen und welche Kosten mit ihrer Flllung verbunden sind.
Ebene Koordinaten kénnen anhand von Spielen (wie Schach und Schiffe-Versenken)
oder Landkarten angesprochen werden. Eine Abfolge von Zeichnungen zum Zusam-
menbau von Modbeln kann raumgeometrisches Denken anregen, bedarf aber kaum
schulmathematischer Begrifflichkeiten. Die Planung einer Kliche mit entsprechender
Software schult das Vorstellungsvermdogen.

Optionales Themenfeld ,,Chancen“

Dieses Themenfeld kann Wahrscheinlichkeiten, die zum Beispiel in Wirfel- und
Kartenspielen und in Lotterien auftreten, ermitteln, vergleichen und der Teilnahme
an Automaten- und Lottospielen sowie der damit verbundenen Geldausgabe entge-
genwirken. Das fUr die Kursteilnehmer/-innen bildende Erlebnis kann dartber hinaus
darin bestehen, dass sie erkennen, dass man auch Zufallssituationen mathematisch
erfassen kann.
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4. DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN
GEOMETRIE

4.1 Rahmen

Das folgend vorgestellte Curriculum zur Geometrie fir Belange der Erwachsenen-
bildung soll eine Grundlage schaffen, auf der Erwachsene die geometrischen Kom-
petenzen des Grundschulabschlusses erwerben kénnen und eine Basis flir die
Kompetenzen in der weiterfuhrenden Schule bis hin zum achten Schuljahr gewinnen.

Ein solches Curriculum ist ohne Kenntnis der spezifischen Situation der Lernenden
und Lehrenden schwierig zu formulieren. Es muss aufgrund der Unterschiedlichkeiten
der zu erwartenden Voraussetzungen adaptive Strukturen tragen. Die Realisierung
von Kursen und Lernangeboten ist daher im hohen MaBe von der Lernkompetenz
der Lernenden und der Strukturierungskompetenz der Lehrenden abhangig.

4.2 Von ,,Geometrie“ zu ,,Raum und Form*

Als inhaltsbestimmende Quellen flr das zu entwerfende Curriculum lassen sich u. a.
Texte zu Kompetenzmodellen nutzen, insbesondere die Bildungsstandards der Kul-
tusministerkonferenz (KMK) im Fach Mathematik fiir den Primarbereich (KMK 2005 a),
die Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Hauptschulabschluss (KMK
2005b) und der Text Basiskompetenzen Mathematik (Drike-Noé 2011). In diesen
Texten sind die Inhalte, die man unter Geometrie subsumiert, auf drei Inhaltsbereiche
verteilt, schwerpunktmaBig auf den Inhaltsbereich Raum und Form, aber wesentlich
auch auf die Inhaltsbereiche GréBen und Messen und Muster und Strukturen. Gele-
gentlich erwecken diese Inhaltsbereiche den Eindruck, voneinander getrennte Sach-
gebiete darzustellen. Tatsachlich aber sind sie eng miteinander verbunden, sodass
ein Curriculum zur Geometrie in jedem Fall diese drei Bereiche erfassen muss.

Als Inhaltsbereiche, die den Kern der Mathematikbildung fir den Primarbereich aus-
machen, werden gemeinhin die basalen Bereiche Zahlen und Operationen und Raum
und Form angesehen. Sie sind zwar eng aufeinander bezogen, tragen jedoch auch
deutlich voneinander unterscheidbare Strukturen. In dem klassischen Modell zum
Intelligenzbegriff von Thurstone (Thurstone 1938) sind zwei der sieben Intelligenzfak-
toren Zahlensinn und Raumvorstellung, wobei die Begriffe jeweils die Kernidee dieser
Inhaltsbereiche charakterisieren. Von den sieben priméaren Intelligenzfaktoren nach
Thurstone (alphabetisch gelistet)

1. Argumentieren (reasoning)

2. Auffassungsgabe (perceptual speed)

3. Beherrschen der Sprache (verbal comprehension)
4. Flussige verbale Ausdrucksfahigkeit (word fluency)
5. Gedachtnis (memory)

6. Raumvorstellung (space)

7. Zahlensinn (number)
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betreffen alle zu einem gewissen Grade die Mathematik und die drei letztgenann-
ten unmittelbar die Geometrie und das Messen. Thurstone kennzeichnet seine
Intelligenzfaktoren zwar als unabhangig, aber zumindest im hier betroffenen Bereich
der Mathematik fUr die basale Bildung ist davon auszugehen, dass diese drei in
engem Zusammenhang stehen.

Der Deutsche Volkshochschul-Verband (DVV) ist in der Gestaltung seiner Curricula
nicht darauf verwiesen, sich nach den von den Kultusministerien herausgegebe-
nen Lehrplanen zu richten. Eine Uber die einzelnen Bundeslander hinausgehende
Sichtweise gewinnt man durch Aufnehmen des gemeinsamen Kerns, auf den all
diese Lehrplane sich korrekter Weise beziehen sollten. Diese sieht der Autor in

den Bildungsstandards Mathematik fir den Primarbereich (KMK 2005 a) und den
entsprechenden Bildungsstandards zur Mathematik flr den Hauptschulabschluss
(KMK 2005 b). Diese Bildungsstandards sind nach Auffassung des Autors, der sie
aus der Perspektive des Mathematikers und Mathematikdidaktikers sieht, ein Text,
der auch derzeit (2016) ein angemessener Bezugspunkt zur Konstruktion von Curri-
cula ist. Aus diesem Grund, und nicht aus Grinden politischer Passung, werden die
Bildungsstandards daher auch hier als Bezugspunkt flir das vorliegende Curriculum
herangezogen. Auch wenn sie in konkreten Kursen nicht immer in vollem Umfang
zu erfillen sind, so bilden sie doch eine sehr nitzliche und zudem konsensféahige
stoffliche Orientierung.

Weit wesentlicher aber als diese Orientierung an einzelnen Inhalten ist das in den
Bildungsstandards implementierte zentrale Konzept, das der Autor dieses Textes aus
seiner Sicht in verdichteter Form etwa wie folgt kennzeichnet: ,Mathematik ist mehr
als Fertigkeiten und Mathematik ist mehr als Rechnen.” Diese eher negative Formu-
lierung wird hier zum Positiven gewendet und zu folgendem Statement erweitert:

Mathematik ist inhaltlich mehr als Rechnen,
sie ist wesentlich auch das Befassen mit Gestalten und Raumen.
Mathematik ist vom Tun her mehr als Fertigkeit,
sie ist wesentlich auch das Nutzen und Entwerfen von Strategien zum
Problemlésen.

Diese beiden zentralen Aspekte sind auf allen Bildungsebenen zu verwirklichen,
sowohl im Kleinen, etwa im Kindergarten, ebenso wie im GroBen, etwa bei der Kon-
zeption von Studienprogrammen fur Lehrer/-innen und Ingenieure/-innen. Der Autor
dieses Textes sieht sie daher auch als angemessenen Orientierungsrahmen flir ein
den Anliegen des DVV nitzliches Curriculum.

Insbesondere der Inhaltsbereich Raum und Form erscheint in den Bildungsstandards
besonders gelungen und wird daher hier direkt zur Kennzeichnung des Curriculums
genutzt.
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4.3 Programmatischer Leitbegriff ,Raumvorstellung®

Raumvorstellung - programmatischer Leitbegriff zur
Kompetenzbeschreibung bei Raum und Form.

Beim Konzipieren von Kursen fUr spezifische Lerngruppen sind vielfaltige Anforder-
ungen zu beachten; die curricularen und situationsspezifischen Entscheidungen
hangen von vielféltigen Gestaltungsansprichen und von spezifischen situativen
Gegebenheiten ab. Es erscheint daher sinnvoll, oberhalb einer detailreichen Kenn-
zeichnung des Curriculums zur Geometrie einen zentralen programmatischen
Leitbegriff zu installieren und zu entfalten, der jederzeit beim Konzipieren spezifischer
Arbeitssituationen und dem Design eigener Lehrgangsteile Orientierung und Informa-
tion bietet. Dazu gewahlt wird hier der Begriff ,,Raumvorstellung®, der im Folgenden
fr den hier vorgesehenen Praxisgebrauch entfaltet wird und dessen Kenntnis das
zentrale Orientierungswissen bietet.

Das Kriterium zum Beurteilen von Arbeitssituationen
in den geplanten Kursen oder Lehrgangsteilen zur Geometrie lautet stets:
Tragt die aktuelle Arbeitssituation dazu bei,
Raumvorstellung zu entwickeln und zu férdern?
Gilt dies, so ist die Lernumgebung angemessen oder gut,
gilt dies nicht, so ist sie fiir die Geometrie von untergeordnetem Nutzen.

Realisierungen des Inhaltsbereichs Zahlen und Operationen in Form von Curricu-
la, gleich ob in der Erwachsenenbildung oder in der Schule fur Heranwachsende,
haben stets als zentrale Programmatik das Loslésen vom zédhlenden Rechnen, das
zudem an Gegenstande gebunden sein kann, und das Erwerben eines strukturierten
Zahlbegriffs, mit dem sich Rechenstrategien auch unabhéngig von sie betreffenden
Gegenstanden durchflhren lassen. Die schlussendlich angestrebte Kompetenz
besteht wesentlich darin, das strategische Rechnen mit dezimalstrukturierten Zah-
len auf symbolischer Ebene zu beherrschen. Um diese Kernidee herum lassen sich
sémtliche curricularen Konzepte zu Zahlen und Operationen kennzeichnen (vgl.
Meyerhdfer, W.; Hartmann, C.; Jahnke, T.; Wollring, B.: DVV-Rahmencurriculum
Rechnen. Erarbeitet im Auftrag des Deutschen Volkshochschul-Verbandes e. V.
Bonn 2017, Seite 11-114).

Realisierungen des Inhaltsbereichs Raum und Form erfordern dagegen eine andere
Schwerpunktsetzung. Zunachst fallt auf, dass geometrische Gegenstande (was im-
mer man darunter versteht) konkreter aufzufassen sind als Zahlen. Es gibt auch keine
dem dezimalen Stellenwertsystem entsprechende globale Struktur, und es gibt keine
den Normalverfahren des schriftlichen Rechnens entsprechenden Standardverfahren
bei geometrischen Operationen. Dies fUhrt bisweilen bei in der Mathematik weniger
erfahrenen Lehrenden zu der Auffassung ,,Geometrie gehore gar nicht zur Mathema-
tik“. Das trifft so nicht zu, die Anforderungen und Kompetenzen sind lediglich anders
strukturiert.

Ahnlich wie der Inhaltsbereich Zahlen und Operationen global durch den Kompe-
tenzfaktor Zahlensinn zu charakterisieren ist, l1&sst sich das mit diesem Inhaltsbereich
verbundene Ziel im Kern zusammenfassen durch die Kompetenz ,Raumvorstellung
erwerben und ausbauen®.
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Wir sprechen weniger von Geometrie, sondern eher von Raum und Form. Damit sind
zwei Intentionen verbunden: Zun&chst assoziiert man mit dem Wort ,Raum® unmittel-
bar den ,dreidimensionalen” 3-D-Raum. Gemeint sind jedoch sowohl zweidimensio-
nale ebene (2-D-) als auch dreidimensionale raumliche (3-D-) Objekte. Das ist jedoch
nicht die einzige Intention. Bedeutsamer ist, dass in den einzelnen Inhaltsbereichen,

e sich im Raum orientieren,
e clementare Figuren kennen und herstellen kénnen,
e clementare Abbildungen kennen und herstellen kbnnen und

e Strategien zur Flachen- und Rauminhaltsbestimmung kennen,

der dritte Inhaltsbereich besondere Anforderungen stellt. Denn dabei geht es nach
Auffassung des Autors nicht nur um die Gegenstande, sondern um Zusammenhénge
von Gegenstanden und um Prozesse, die man auf diese Gegenstande anwendet.

Es geht, kursorisch gesprochen, um das Umgehen mit Figuren im Raum.

Raumvorstellung - Piagets Kennzeichnung und Erweiterungen.

Zum begriffichen Fassen von Raumvorstellung kann man aktuelle psychologische
Definitionen aufnehmen. Diese zerlegen den Begriff meist in ,,Faktoren” (vgl. Rost
1977), haben aber alle einen gemeinsamen Kern, der bereits bei Piaget beschrieben
ist (vgl. Piaget & Inhelder 1971). Hier wird Raumvorstellung in enger Anlehnung an
Piaget gekennzeichnet. Piaget verwendet dabei den Begriff ,verinnerlicht®. Er spricht
vom ,verinnerlichten Sehen“ und meint damit eine Vorstellung, die nicht durch ma-
terielle Gegenstande realisiert ist. Eine entsprechende Kennzeichnung ist zunachst
diese:

Raumvorstellung nach Piaget (1)
Raumvorstellung ist die Fahigkeit, rdumliche Gegenstédnde
1) verinnerlicht sehen zu kénnen.

Das bedeutet das Abstrahieren davon, dass der Gegenstand materiell vorliegt: ,Man
kann ihn sehen, auch wenn er nicht da ist.“ Aber wesentlich kommt bei Piaget eine
Verflgbarkeit des verinnerlicht Gesehenen hinzu, etwas, das man mental mit ihm tun
kann:

Raumvorstellung nach Piaget (2)

Raumvorstellung ist die Fahigkeit, rdumliche Gegenstédnde
1) verinnerlicht sehen zu kénnen und

2) verinnerlicht bewegen zu kénnen.

FUr den Gebrauch in den hier vorgesehenen Kursen wird dieser Begriff nun weiter
entfaltet. Das genannte Bewegen muss sich nicht immer auf einen Gegenstand als
Ganzes beziehen. Haufig betrifft es nur Teile davon. Entsprechend wird der Begriff
erweitert:
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Raumvorstellung in Anlehnung an Piaget (3)
Raumvorstellung ist die Féhigkeit, rdumliche Gegenstédnde

1) verinnerlicht sehen zu kbnnen,

2) verinnerlicht bewegen zu kénnen und

3) verinnerlicht zerlegen und zusammenbauen zu kénnen.

Diese Kompetenz kann man ,mentales Bauen® oder ,konkrete Raumvorstellung*
nennen, weil man auf konkrete reale Erfahrungen zurtickgreifen kann.

Beispiel: , Frobel-Wiirfel”

Gegeben sind viele gleich groBe Holzwirfel. Einer sei auf den Tisch gestellt.
Wie viele bendtigt man, um daneben den nachstgréBeren Wirfel zu bauen?
Lésung: Dazu bendtigt man 8 Wirfel

Dieses Beispiel ist Gegenstand der ,dritten Gabe* von Friedrich Frobel (vgl. Frébel
1840), mit der junge Kinder aus acht gleichen Wrfeln spielend als ,Erkenntnis-
Form*®, wie er es nennt, einen neuen Wurfel mit doppelter Kantenlange, vierfacher
Oberflache und achtfachem Rauminhalt bauen.

Uber dieses mentale Bauen hinausgehend und anspruchsvoller ist die Art Raumvor-
stellung, die in den folgenden beiden Aufgaben gefordert wird, die aus der PISA-
Studie bekannte ,Sektkelch-Aufgabe” und die anschlieBende ,Kugel-Aufgabe®:

Beispiel: ,,Sektkelch-Aufgabe“

Ein bis zur halben Hohe geflllter kegelférmiger Sektkelch kostet 50 Eurocent,
ohne das Glas.

Wie viel kostet der Sekt im bis zur vollen Hohe gefliliten Sektkelch?

Die seinerzeit erwartete korrekte Lésung war:

Der Sekt in dem vollen Glas kostet 4 Euro, 8-mal so viel.

Beispiel: ,,Kugel-Aufgabe“

Eine Kugel mit 10cm Durchmesser steckt in einem Wurfel mit 10cm Kanten-
lange. Das Volumen des Wirfels ist 1 Liter, das Volumen der Kugel darin ist
etwa halb so groB3, also etwa ein halber Liter.

Wie groB ist etwa das Volumen einer Kugel mit 20cm Durchmesser?
Lésung: Etwa 4 Liter, 8-mal so viel.

Die hier erforderliche Raumvorstellung geht Uber das mentale Bauen hinaus. Man
muss sich entgegen der realen Erfahrung vorstellen kénnen, ,wie der Sekt sich aus-
dehnt* oder wie die Kugel sich in und mit dem Wurfel ausdehnt. Diese dynamische
Raumvorstellung fuhrt zu folgender Kennzeichnung:
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Raumvorstellung in Anlehnung an Piaget (4)
Raumvorstellung ist die Fahigkeit, rdumliche Gegenstédnde

1) verinnerlicht sehen zu kénnen,

2) verinnerlicht bewegen zu kbnnen,

3) verinnerlicht zerlegen und zusammenbauen zu kénnen und
4) verinnerlicht ausdehnen und komprimieren zu kénnen.

Diese in 2, 3 und 4 benannten mentalen Aktivitaten werden im folgenden Curriculum
(und in den Bildungsstandards der KMK) mit ,,elementaren Abbildungen® bezeichnet.
Es geht demnach in der Grundbildung zur Geometrie um nicht mehr und nicht we-
niger, als soweit wie moglich Raumvorstellung in diesem erweiterten Sinn zu entwi-
ckeln.

FUr ein effizientes Managen von Lernsituationen ist es nitzlich, diese Kompetenzen
SO zu beschreiben, dass man ihr Vorhandensein beobachten kann. Zunéchst bezie-
hen wir das Handeln als AuBern der Raumvorstellung ein:

Raumvorstellung H

Raumvorstellung ist die Féhigkeit, rdumliche Gegensténde

1) verinnerlicht sehen zu kénnen,

2) verinnerlicht bewegen zu kénnen,

3) verinnerlicht zerlegen und zusammenbauen zu kénnen,

4) verinnerlicht ausdehnen und komprimieren zu kénnen und

H) diese Fahigkeit durch Handlungen an Material duBern zu kénnen.

Ein wesentlicher Kompetenzzuwachs ist darUber hinaus erreicht, wenn es den Ler-
nenden gelingt, die mentalen oder die an Material gebundenen Handlungen zunéchst
in gesprochene, dann in verschriftlichte Sprache zu fassen:

Raumvorstellung HS

Raumvorstellung ist die Féhigkeit, rdumliche Gegenstédnde

1) verinnerlicht sehen zu kénnen,

2) verinnerlicht bewegen zu kénnen,

3) verinnerlicht zerlegen und zusammenbauen zu kénnen,

4) verinnerlicht ausdehnen und komprimieren zu kénnen,

H) diese Fahigkeit durch Handlungen an Material duBern zu kénnen und
S) diese Fahigkeit in Sprache fassen zu kénnen.

Zum Entwickeln von Raumvorstellung in diesem Sinne gehdrt sowohl das Trainieren
der mentalen Verflgbarkeiten als auch das Entwickeln und Férdern der darauf bezo-
genen Sprache. Man bezeichnet die zuséatzliche Kompetenz, die Dinge im Sinne von
H und S ausdrlcken und darstellen zu kénnen, im Angelsachsischen als Literacy,
hier wird es mit Literalitédt Ubersetzt (vgl. Abschnitt 4.4, 4.6 und 4.10).
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Raumvorstellung und Explosionszeichnungen.

Man kann Erwachsenen, aber auch Schulkindern, die Bedeutung von Raumvor-
stellung mithilfe eines im Alltag vielfach gegenwéartigen Phanomens deutlich machen:
Raumvorstellung ist die Kompetenz, Explosionszeichnungen lesen zu kénnen.

Explosionszeichnung am Beispiel ,,Zerlegte Fahrradnabe*:

Man denke sich eine Fahrradnabe mit einer Gangschaltung, die man neugierig
aufschraubt, um das Innere zu erforschen. Nach Lésen der letzten Schraube
springen die Teile plétzlich auseinander. Der Zusammenbau will zundchst nicht
gelingen. Fachleuten gelingt er sehr wohl. Die haben nattrlich Erfahrung, aber
ihr wesentliches Hilfsmittel ist eine Explosionszeichnung.

Konzept einer Explosionszeichnung: ,,Auseinander, Stopp und wieder
zusammen.“ Um eine Explosionszeichnung zu beschreiben, bendtigt man
mehr als ,mentales Bauen“ oder ,konkrete Raumvorstellung® und mehr als
»elementare Abbildungen®, man benétigt ,magisches® Vorstellungsvermao-
gen: Im Raum schwebt ein noch zusammengebautes Fahrradgetriebe. Die
Schrauben werden geldst, es fallt aber nicht auseinander. Vielmehr ,explodiert®
es kontrolliert wie in Zeitlupe, und die Teile fliegen geordnet ganz langsam
schwerelos auseinander. Sobald sie alle voneinander geldst sind, stoppt die
Explosion und alle Teile schweben unbewegt im Raum. Diese Situation wird in
einem Bild festgehalten, das ist eine ,Explosionszeichnung®. Um sie zu nutzen,
muss man sich nun vorstellen, dass ,der Film rickwartslauft und die Teile sich
dabei alle wieder korrekt ineinanderfligen. Genau diese Vorstellung hilft, die Teile
auch materiell wieder zusammenzubauen.

Zwei Kompetenzen bendtigt man hier: Zum einen die Vorstellung der sich bewegen-
den Teile, dartber hinaus aber die Vorstellung einer Bewegung, die man vorher in der
Realitat nie gesehen hat, also ein Vorstellungsvermdégen tber die Realitatserfah-
rung hinaus.

Das ist typisch fur Mathematik, insbesondere ist es typisch fur Geometrie. Explo-
sionszeichnungen verdeutlichen somit eine zentrale Charakteristik der Geometrie,
die auch in ihrem Namen zum Ausdruck kommt, der ja schlicht ,Erdvermessung®
bedeutet: Geometrie besteht darin, Plane von Gestalten zu erstellen und Plane
von Gestalten lesen zu kénnen.

Explosionszeichnungen verwendete schon Leonardo da Vinci, sie finden sich heute
in vielen Werkstatten, in denen Ersatzteile fir Gerate zu bestimmen sind, bis hin zu
den Bauanleitungen fur Mobel und fur Bauwerke in den Baukasten flr Kinder.
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Beispiel einer Explosionszeichnung zu einer Fahrradnabe

Explosionszeichnungen zeigen noch etwas, das fur die hier angesprochenen Ler-
nenden bedeutsam ist: Sie reprasentieren Darstellungen, die komplexe geometrische
Objekte und darauf bezogene Prozesse mit ikonischen Mitteln ohne Verwenden der
Schriftsprache verdeutlichen kénnen.

4.4 Curriculare Planungskonzepte

Konsequenzen fiir das Konzipieren von Curricula zur Geometrie. Im schulischen
Mathematikunterricht begegnet man haufig der Tendenz, dass dem Entwickeln for-
maler Fahigkeiten, etwa in der Arithmetik und Algebra, deutlich mehr Aufmerksamkeit
gewidmet wird als dem systematischen Férdern und Trainieren von Raumvorstellung.
Die in diesem Begriff implementierte prozessbezogene Kompetenz erfordert spezifi-
sche unterrichtliche Angebote und Anforderungen, die oft nicht in winschenswertem
Umfang bereitgestellt werden. Das fUhrt bei der Konzeption eines Curriculums flir die
Belange des DVV auf ein spezifisches Problem:

Raumvorstellung kann man bewusst oder unbewusst entwickeln und trainieren, auch
ohne des Lesens und Schreibens machtig zu sein. Erwachsene mit Problemen im
Lesen und Scheiben weisen moglicherweise auch im Bereich der Raumvorstellung
einen geringen Entwicklungsstand auf. Es ist aber ebenfalls denkbar, dass sie aus
natUrlicher Begabung oder aus den Gewohnheiten und Anforderungen ihres Alltags
heraus sehr wohl imstande sind, geometrische Probleme im weitesten Sinne zu
bewaltigen. Es ist durchaus moglich, dass sie etwa bei Problemen des Transpor-
tierens, bei Problemen des Portionierens oder bei Problemen des Sichorientierens
Kompetenzen entwickeln, die wesentliche Bestandteile auch jener Kompetenzen
sind, die wir als Kompetenzen zur Geometrie betrachten. Ganz ahnlich wie es im
Bereich der Arithmetik den Begriff des , Theorems in Aktion® (Vergnaud 1982) gibt,
kann man auch in der Geometrie von ,Theorem in Aktion* und ,Strategie in Aktion*
sprechen, wenn man auf die Kompetenz stéBt, dass Erwachsene bestimmte geo-
metrische Probleme in bestimmten Kontexten situativ sehr wohl mit elementaren
oder auch fortgeschrittenen Strategien zu I6sen imstande sind, ohne diese Losungen
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formal beschreiben zu konnen. In diesem Fall bleibt die Frage, ob und inwieweit sie
imstande sind, diese Kompetenzen auch losgeldst von den sie tragenden Gegen-
stédnden und Kontexten zu auBern und flr andere in einer wirksamen oder in einer
auf bestimmte Art vorgeschriebenen Darstellung zu duBern. Kurzum, man muss
unterscheiden zwischen geometrischen Kompetenzen und geometrischer Literalitét.
Dieser Gedanke wird weiter unten bei der Konzeption der Aufgabenlinien wiederauf-
genommen (s. Abschnitt 4.10).

Ausgehen von vertrauten Kontexten. Diese zu erwartende Situation stellt jeden
Lehrenden, der sich im Rahmen eines Grundbildungsprogramms mit Erwachsenen
geometrischen Inhalten zuwenden will, vor das Problem, sich die Lernausgangslage
seiner Lernenden differenziert zu vergegenwartigen, um adaptiv einen passenden
situativen Kursplan zu erstellen. Die Grundlinie wird darin bestehen, ein im Folgenden
skizziertes curriculares Programm zunéachst in Kontexte eingebunden zu erarbeiten
und dann, soweit dies moglich ist, behutsam aus diesen Kontexten zu I6sen und
abstrakt tragfahig zu machen.

Voraussetzungen adaptiv nutzen. Dies ist notwendig, weil moglicherweise davon
auszugehen ist, dass die Klientel solcher Kurse sowohl im Alltagsleben als auch,
soweit vorhanden, in der beruflichen Praxis Alltagserfahrungen erworben hat, die
geometrische Kompetenzen in beachtlichem Umfang einschlieBen. Diese kénnen
etwa darin bestehen, dass die Personen bestimmte Teile nach gegebenen Mustern
zusammenstellen kdnnen (etwa beim Tischdecken), bestimmte Teile zerlegen und
wieder zusammensetzen kénnen, bestimmte Teile montieren kdnnen oder rdum-
lich-geometrische Hinweise geben kdnnen, etwa in Form einer Wegbeschreibung.

4.5 Artikulationsebenen

Das Problem besteht nun darin, dass diese Kompetenzen auf den verschiedenen
AuBerungsebenen (Artikulationsebenen) unterschiedlich ausgeprégt sein kénnen.
Unterscheidet man als Artikulationsebenen

e Handeln,
e Sprechen,

e Schreiben,

s0 ist nach aktuellem wissenschaftlichen Konsens davon auszugehen, dass sich
mathematische Kompetenzen zundchst auf der Ebene des Handelns bilden, sich erst
daran anschlieBend auf der Ebene der Sprache auspragen und schlieBlich schriftlich
darstellbar werden.
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Beispiel: Papierfaltfigur ,Himmel und Hélle“

Die Papierfaltfigur ,Himmel und Holle“ ist in unserem Kulturkreis vielen Kin-
dern in Kindergéarten und Grundschulen und vielen Erwachsenen gelaufig.
Das bedeutet, dass sie dieses Objekt herstellen kénnen, wenngleich es in der
Klassifizierung der Origami-Objekte keineswegs als elementar, sondern bereits
als fortgeschritten gilt (,mehrfache Gegenbriiche am unteren Punkt®). Kaum
ein Kind und kaum ein Erwachsener sind dagegen in der Lage, das Herstellen
dieses Objektes allein in Worten zu beschreiben, ohne die Hande fir Gesten
zu Hilfe zu nehmen. Und es ist eine anspruchsvolle Aufgabe flr Lernende und
Erwachsene, einen schriftlichen Anleitungstext zu verfassen, der keine Bilder
einschlieft.

Der Kompetenzunterschied in Bezug auf die Artikulationsebenen Handeln, Sprechen
und Schreiben kann bei Kindern je nach Bildungsbiografie und Gegenstand mehrere
Jahre betragen. ,Durchfuhren kénnen* und ,erlautern konnen® sind unterschiedliche
Kompetenzen.

FUr das hier in Rede stehende Curriculum bedeutet dies, dass je nach vorhandener
Auspragung der Kompetenzen sowohl in Bezug auf die geometrischen Gegenstan-
de und damit zusammenhangende prozessbezogene Kompetenzen (Problemlbsen,
Darstellen, Argumentieren, Kommunizieren und Modellieren) als auch in Bezug auf
die sprachlichen und schriftsprachlichen Kompetenzen der Teilnehmer/-innen diffe-
renziert zu planen ist.

Voraussichtlich ist ein Kurs ohne eine auf diese Kompetenzauspragungen zielende
Eingangsdiagnostik nur schwer zu planen, da sich die Heterogenitét auf ganz unter-
schiedlichen Feldern darstellt. Betrachten wir als Beispiel zwei Falle.

Beispiel: Bildungsangebot 1

Herr H. (36 Jahre) arbeitet seit einigen Jahren in einem Reparaturbetrieb fur
Fahrrader. Er kann einfache bis mittelschwere Arbeiten erledigen, die darin
bestehen, bestimmte Bauteile oder Baugruppen zu zerlegen, schadhafte Teile
auszutauschen und die Baugruppen funktionierend wieder zusammenzufigen.
Er hat erhebliche Schwierigkeiten beim Schreiben von Texten oder dem schriftli-
chen Festhalten, etwa von Rechnungen.

Ein passendes Bildungsangebot fur Herrn H. kann darin bestehen, ihn dabei zu

unterstltzen, dass er die Fahigkeiten, die er handisch bereits aufweist, nun-
mehr sprachlich und schriftsprachlich &uBern kann.

Wir nennen diesen Bedarf Literarisierung vorhandener geometrischer Kenntnisse.
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Beispiel: Bildungsangebot 2

Frau S. (36 Jahre) arbeitet seit einigen Jahren in der Kliche einer Kindertages-
statte oder einem Pflegeheim. Sie beherrscht handisch Kochvorgange und die
damit verbundenen Portionierungen so weit, dass sie Zutatenlisten abschreiben
oder andern kann. Sie ist auch imstande, kirzere Texte in Form von Hinweisen
oder kleinen Briefbotschaften zu verfassen. Sie ist aber nicht imstande, be-
stimmte radumliche Probleme zu I6sen, etwa eine Wegbeschreibung zu geben
oder ein zum Reinigen zerlegtes Klchengerat wieder zusammenzusetzen.

Ein passendes Bildungsangebot fur Frau S. kann darin bestehen, ihre Kompe-
tenzen flr geometrische Zusammenhange, insbesondere in Bezug auf raum-
liches Vorstellungsvermdgen, zu entwickeln, aufzubauen und zu starken. Falls
dies gelingt, kann Frau S. mdglicherweise die erworbenen Kenntnisse von sich
aus Uber die Handlung hinaus sprachlich oder sogar schriftsprachlich &uBern.

Wir nennen diesen Bedarf Basierung inhaltlicher geometrischer Kompetenzen.

Die Beispiele sollen zeigen, dass ein passendes Bildungsangebot fir derart unter-
schiedliche Personen in einer gemeinsamen Lerngruppe nur durch ein differenziertes
Lernarrangement zu organisieren ist. In jedem Fall muss eine Kursleitung Uber die
verschiedenen Ausgangslagen informiert sein, damit sich die Angesprochenen nicht
in bestimmten Bereichen unterfordert und in anderen Bereichen Uberfordert fuhlen.

Das folgende Curriculum ist daher zweistufig aufgebaut:

¢ | 1: Das erste Paket beschreibt die geometrischen Basis-Kompetenzen, also
minimale Kompetenzen, die denen am Ende einer vierjahrigen Grundschulzeit
entsprechen, jedoch in den Beispielen und Anwendungsfeldern auf die
Erfahrungswelt der lernenden Erwachsenen bezogen sind. Im tabellarischen
Plan zum Curriculum ist dies links notiert und mit ,,Level L1“ gekennzeichnet
(s. Abschnitt 4.8).

e L 2: Das zweite Paket beschreibt die geometrischen Regel-Kompetenzen,
also durchschnittliche Kompetenzen, die denen am Ende einer vierjahrigen
Grundschulzeit entsprechen, jedoch in den Beispielen und Anwendungsfeldern auf
die Erfahrungswelt der lernenden Erwachsenen bezogen sind. Im tabellarischen
Plan zum Curriculum ist dies rechts notiert und mit ,,Level L2“ gekennzeichnet.

In den Bildungsstandards fur Regelschulen ist die Dimension der Artikulationsebenen
nicht expliziert. Implizit aber wird bei Regelschulen davon ausgegangen, dass die
Schuler/-innen imstande sind, ihre Ergebnisse schriftlich darzustellen.

Ein Planungsvorschlag: HMM und HMS

HMM (Hauptschulabschluss Mathematik miindlich) meint, dass die mathe-
matischen Kompetenzen dem Grundschulabschluss oder dem Hauptschulabschluss
entsprechend mundlich geauBert werden kdnnen.

HMS (Hauptschulabschluss Mathematik schriftlich) dagegen meint, dass die
mathematischen Kompetenzen auf Grundschulniveau oder auf Hauptschulniveau
auch schriftlich geduBert werden kdnnen, so wie das in Regelschulen der Fall ist.
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Selbst wenn eine solche Unterscheidung keinen formalen Charakter im Sinne der
offiziellen Abschllsse tragt, so liefert sie doch eine nutzbare Information zur Unter-
scheidung der tatsdchlichen Kompetenz der betreffenden Personen.

Ein Kursplan, der diese Unterscheidung aufnimmt, ist daher in einer zweiten Dimen-
sion zweigeteilt zu denken. Zum einen beschreibt er Kompetenzen und im Zusam-
menhang damit Lernumgebungen, bei denen lediglich die handische und muindliche
Artikulation als hinreichend angesehen werden kann, dafiir aber die volle inhaltliche
Breite erfasst ist. Des Weiteren umfasst er Aufgabenstellungen, welche die schrift-
liche Artikulation der Befunde und Ergebnisse einschlieBen.

4.6 Sprachraume und Kontextraume

FUr die Organisation der Kurse ist zu erwarten, dass moglicherweise ein Teil des
Lehraufwandes und des Arbeitsaufwandes der Lernenden dem Erwerb der geome-
trischen Kompetenzen, insbesondere der Raumvorstellung, gewidmet ist und ein
weiterer nicht unerheblicher Teil der Literarisierung eben dieser Kenntnisse. Dabei

ist von Bedeutung, dass hier auch ein besonderer Aspekt der gesprochenen und
geschriebenen Sprache zum Tragen kommt, der mdglicherweise im Sprachunterricht
nicht die Hauptrolle spielt:

In der Mathematik geht es stets um ,,deutungssichere Sprache®,
das ist eine Sprache, die Tatsachen, Objekte und Prozesse
so eindeutig beschreibt,
dass Mehrdeutigkeiten und Missverstandnisse méglichst
ausgeschlossen sind.

Eine solche Sprache erfordert in besonderem MalB3e das Vereinbaren von Bedeutun-
gen durch diejenigen, die sich Uber die entsprechenden Dinge verstandigen.

In der Fachsprache der Mathematik geschieht dies durch das Setzen von Bezeich-
nungen und Definitionen, mit denen ein funktionssicherer Verstandigungsrahmen
geschaffen wird. In diesem Sinne ist eine Unterrichtseinheit zur Geometrie fUr die hier
in Rede stehende Klientel zu einem erheblichen Anteil Sprachunterricht.

Nicht einfacher, sondern anspruchsvoller wird die Situation zudem dadurch, dass
man sinnvoller Weise mehrere ,Sprachraume” unterscheiden sollte, in denen Mathe-
matik formuliert wird:

¢ Die Fachsprache der Mathematik zur Geometrie,
¢ Die Alltagssprache zur Mathematik im &ffentlichen und privaten Leben,

¢ Die spezifische Sprache zur Mathematik in bestimmten Kontexten, etwa denen der
Arbeitswelt.

Die Unterscheidung weist darauf hin, dass es jeweils um situative Sprache geht,
gedacht fur einen bestimmten Kreis von Beteiligten, der jeweils dadurch gekenn-
zeichnet ist, dass er die fur diesen Kreis Ublichen und gltigen Sprachvereinbarungen
kennt. Das Problem nicht nur fur die hier in Rede stehende Klientel, sondern auch
fUr andere, besteht darin, bei Bedarf zwischen diesen Sprachebenen flexibel wech-
seln zu kénnen, entsprechende Bedeutungen und Zusammenhange aufeinander
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zu beziehen, allgemeine Kenntnisse auf Spezialfdlle zu Ubertragen und in speziellen
Situationen allgemeine Zusammenhange zu sehen.

Die Fachsprache der Mathematik ist dadurch gekennzeichnet, dass sie sich von kon-
kreten Kontexten weitgehend distanziert. Das verschafft ihr die Allgemeingultigkeit.

Das Verdeutlichen mathematischer Zusammenhénge wird durch das Einbinden

von Beispielen gefordert, diese aber sind meist durch ihre spezifische Situation und
durch die an diese Situation gebundene situative Sprache gekennzeichnet. Eine der
Kompetenzanforderungen, mdglicherweise eine wesentliche, besteht daher darin,
bei geometrischen Inhalten zwischen diesen Sprachebenen hin- und hergehen zu
kénnen. Entsprechend lassen sich auch geometrische Kompetenzen maéglicher-
weise unterschiedlich nachweisen oder erwerben, je nachdem, ob sie an Kontexte
gebunden sind und bleiben, oder ob sie sich von den Kontexten I6sen und abstrakte
Kenntnisse sind.

4.7 Curriculare Biindelung in den Aufgaben

Wie angegeben umfasst das Geometriecurriculum die Inhaltsbereiche Raum und
Form und GréBen und Messen in jedem Fall, dartiber hinaus auch Anteile am Inhalts-
bereich Muster und Strukturen. Die Zentrierung des Curriculums um den Inhalt
Raumvorstellung erwerben und ausbauen verweist auf einen sinnvollen Verbund der
Inhaltsbereiche GréBen und Messen und Raum und Form.

Der folgende Katalog der Inhalte und der darauf bezogenen Kompetenzen ist diffe-
renziert entfaltet. Die beispielhaften Aufgaben, welche im Anschluss an den Katalog
angegeben sind, betreffen in der Regel mehrere Punkte dieses Katalogs zugleich.

In solchen Aufgaben sind mehrere Inhaltsbereiche oder Teile davon geblndelt. Das
fGhrt fUr Lehrende auf das Problem, dass das vorgestellte Curriculum auf eine Art
angeordnet ist, die nicht mit einer einzigen begleitenden Aufgabenserie allein abzuar-
beiten ist. Vielmehr entsteht in Kursen die Anforderung, zum einen Aufgaben mit sehr
eindeutig verorteten Kompetenzen zu bearbeiten, zum anderen solche, die mehrere
Bereiche oder Gebiete der Kompetenzstruktur betreffen.

Insbesondere Aufgaben, die, um den Zugang zu erleichtern, gezielt aus beruflichen
oder alltaglichen Kontexten entwickelt sind, welche den Teilnehmerinnen und Teil-
nehmern der jeweils spezifischen Lerngruppe personlich vertraut sind, werden in der
Regel mehrere der genannten Inhalte und Kompetenzen bundeln. In diesem Sinne
beschreibt das Curriculum keinen sequenziell abzuarbeitenden Arbeitsplan, sondern
eher eine Checkliste, die in einer vor Ort entschiedenen Reihenfolge oder Systematik
im jeweiligen Lehrgang abzuarbeiten ist.

4.8 Curriculum Geometrie: Raum und Form

Das folgende Curriculum listet die angestrebten Kompetenzen zusammen mit den

Inhalten auf, an denen sie erworben werden. Auf den ersten Blick wirkt das Curricu-
lum umfangreich, zu bedenken ist jedoch, dass in konkreten Aufgabenstellungen zu-
meist mehrere der hier genannten Kompetenzen und Inhalte zugleich angesprochen
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werden. Zudem scheint das Curriculum in dieser Form auf den ersten Blick kaum zu
der Klientel zu passen, fur die es im hier gedachten Rahmen vorgesehen ist. Das liegt
daran, dass es in mathematischer Fachsprache formuliert ist und in der jeweiligen
Arbeitssituation in Aufgaben und Lernumgebungen einzufligen ist, die dort auch in
situativer Sprache dargestellt sind, und dabei insbesondere die Erfahrungsrdume und
die darauf bezogenen Sprachkompetenzen der Lernenden berticksichtigen.

Kein Defizit ist darin zu sehen, dass dieses Curriculum den Curricula der Bundeslan-
der fUr Grundschulen stark ahnelt, denn diese basieren sémtlich auf den Bildungs-
standards zur Mathematik. Die Substanz ist dieselbe, zu &ndern und anzupassen
sind die Kontexte, die bei Erwachsenen anders strukturiert sein sollten als bei Grund-
schulkindern.

Strukturiert ist das Curriculum den Bildungsstandards folgend in vier Hauptabschnitte
und einen erganzenden Abschnitt. Es ist zudem in Anlehnung an einen Lehrplan zur
Mathematik fir Grundschulen konzipiert, bei dessen Erstellen der Autor als wissen-
schaftlicher Berater beteiligt war (Ministerium fur Bildung Rheinland-Pfalz, 2014).

Zur Deutung leerer Felder in den Tabellen: Die Level L1 und L2 sind so gemeint, dass
die Kompetenzen auf Level 2 diejenigen auf Level 1 einschlieBen.

Die hier dargestellte Reihenfolge der Inhalte ist nicht als Modell flir deren Reihenfolge
in Kursen zu sehen, sie gibt dazu lediglich Anhaltspunkte. Aufgaben und Problem-
stellungen in Kursen berthren meist mehrere dieser Inhalte (s. Abschnitt 4.7). Zu
beachten ist allerdings, welche der Inhalte aufeinander aufbauen und miteinander
zusammenhangen.

4.8.1 Sich in der Ebene und im Raum orientieren

In diesem Teilbereich 1 geht es darum, die genannten Begriffe oben, unten etc. nicht
nur zur Kennzeichnung von Gegenstanden als Ortsbestimmungen zu verwenden,
sondern auch zur Kennzeichnung von Prozessen als Bestimmungen von Richtungen,
also ,nach oben®, ,nach unten® etc.

Glucklicherweise sind diese Begriffe universell in fast allen Sprachbereichen Ublich,
erfordern aber einen Bezugsrahmen oder, wie es hier benannt ist, ein Bezugssystem,
konkret gesagt, eine Antwort auf die Frage ,Von wo aus gesehen?*.

Diese Begriffe lassen sich zunehmend im Sinne des Messens anreichern mit Mal3-
zahlen und Einheiten, die allgemein sein kdnnen oder situativ, beispielsweise ,drei
Schritte nach rechts®, ,10cm Uber ...“ etc. Die Hauptanstrengung von Ubungen in
diesem Bereich wird der Klarung dieser Bezugssysteme und ihrer sprachlichen Kenn-
zeichnung gewidmet sein mussen.
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Sich mithilfe von Richtungen und Lagebeziehungen von einem Ort aus
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in der Ebene und im Raum orientieren

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

Lagebeziehungen
in der Ebene
und im Raum

e eine Orientierung
(Perspektive) in der Ebene
selbst festlegen und mit den
Worten links, rechts, oben,
unten (etwa bei senkrechter
Arbeitsflache) oder mit den
Worten links, rechts, vorn,
hinten (etwa bei auf dem
Tisch liegender Arbeitsflache)
beschreiben

¢ bei gegebener Orientierung
(Perspektive) und gegebenem
Bezugsobijekt die Lage eines
anderen Objektes in der
Ebene oder im Raum mit
den Worten vor, hinter, links
neben, rechts neben, Uber,
auf, unter kennzeichnen

® bei selbst festgelegter

Orientierung (Perspektive) und
gegebenem Bezugsobjekt die
Lage eines anderen Objektes
in der Ebene oder im Raum
mit den Worten vor, hinter,
links neben, rechts neben,
Uber, auf, unter kennzeichnen

mit Lagebeziehungen
verbundene Ortsbezeichnungen
in der Ebene und im Raum

® an einer Figur in gegebener
Lage in der Ebene Orte
bezeichnen, etwa die Ecken
eines Rechtecks mit den
Worten oben rechts oder
unten links

e an einer Figur in gegebener
Lage im Raum Orte bezeich-
nen, etwa die Ecken eines
Quaders mit den Worten
hinten oben rechts oder
vorne unten links

Bewegungsrichtungen in der
Ebene und im Raum

® bei gegebener Orientierung
(Perspektive) die Richtung
von Bewegungen eines
Objektes in der Ebene mit
den Worten nach vorn, nach
hinten, nach links, nach
rechts kennzeichnen

® bei gegebener Orientierung
(Perspektive) die Richtung
von Bewegungen eines
Objektes in der Ebene oder
im Raum mit den Worten
nach vorn, nach hinten, nach
links, nach rechts, nach oben,
nach unten kennzeichnen

Sich beim Bewegen in der Ebene und im Raum orientieren

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

bewegen von Objekten

e in der Ebene
ausgewahlte einfache
Bewegungen eines Objektes
mit Richtung und Entfernung
beschreiben

¢ in der Ebene und im Raum
ausgewahite einfache
Bewegungen eines Objektes
mit Richtung und Entfernung
beschreiben

neue Orientierung
nach Bewegung

® in beweglichen Bezugs-
systemen (bei wechselnder
Perspektive) Lagen, Orte
und Richtungen benennen
kdnnen, etwa aus der Sicht
einer gehenden Person, die
beim Gehen ihren Ort und
ihre Sichtrichtung wechselt

4.8.2 Elementare geometrische Figuren kennen und herstellen

In diesem Teilbereich 2 geht es um das Kennzeichnen von Gestalten durch Gesten
und durch Sprache, sowohl von ebenen Gestalten (2D) als auch von raumlichen
Gestalten (3D). Ferner geht es zum einen darum, diese Figuren deutungsfrei zu be-
schreiben. Zum anderen geht es darum, diese Figuren als Teile komplexerer Figuren
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zu erkennen und beschreiben zu kdnnen, wie eine komplexere Figur aus elementare-
ren zusammengesetzt ist.

Als unerlasslich sehen wir die basalen Gestalten Kreis, Quadrat, Rechteck, Dreieck,
Kugel, Wiirfel, Quader. Die Kennzeichnung weiterer Gestalten sehen wir als optional,
weil deren Namen primar im Rahmen mathematischer Fachsprache verwendet wer-
den und in der Umgangssprache nicht in allen Erfahrungsbereichen gleich geldufig
sind.

Neben der Kompetenz, diese Gestalten zu benennen, geht es wesentlich darum,
diese Gestalten als Teile konkret gegebener Gestalten zu identifizieren und dartber
hinaus komplexe Gestalten dadurch zu charakterisieren, wie man sie aus solchen
elementaren Gestalten zusammensetzt. Dabei kann es sein, dass Worte zum Kenn-
zeichnen solcher Gestalten zunachst aus der Erfahrungswelt gewonnen werden,
bevor die Benennung im Sinne einer in der Mathematik Ublichen Vokabel erfolgt.

Beispiel: ,,Zwei Situationen - zwei Wortwahlen*

Situation 1: Die Begriffe Quader und Pyramide sind bekannt. Ein Kirchturm ist
zu beschreiben, moglich ware: ,Der Turm besteht aus einem Quader mit darauf
gesetzter Pyramide.“ Differenziertere Beschreibungen sind méglich.

Situation 2: Die Begriffe Quader und Pyramide sind nicht gelaufig, wohl aber ist
die Gestalt eines bestimmten Kirchturms bekannt. Dann kénnte man formu-
lieren: ,Der Turm besteht aus einem Klotz und einer schrégen Spitze darauf.”
Die Bezeichnungen ,Klotz* und ,schrége Spitze“ sind zu prézisieren. Anstelle
eines Klotzes tritt der Name Quader, anstelle der schréagen Spitze tritt das Wort
Pyramide.

Die angestrebte Kompetenz besteht somit zum einen darin, die gegenstands-
beschreibenden Begriffe aus verschiedenen Welten miteinander zu verbinden, zum
anderen darin, komplexere Gestalten mithilfe der basalen elementaren Gestalten
strukturiert zu erfassen und strukturiert zu kennzeichnen.

Der Figurenkatalog erscheint umfangreich. Mit Fettdruck sind im Sinne eines ,Kern-
curriculums* diejenigen Figuren gekennzeichnet, die in jedem Fall bearbeitet werden
sollten. Die anderen kénnen je nach verfligbarer Zeit in den Kursen hinzugenommen
werden.

Sich mithilfe von Richtungen und Lagebeziehungen von einem Ort aus
in der Ebene und im Raum orientieren

der Kompetenzen

Inhalte zum Erwerb Kompetenzerwartung

auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

Punkte, Strecken, Geraden

e Punkte und Strecken
identifizieren und benennen

e Geraden identifizieren und
benennen

Ecken, Seiten, Kanten

e Ecken und Seiten (im Sinne
von Strecken) an ebenen
Figuren ansprechen

e Ecken, Kanten und Seiten (im
Sinne von Flachen) an rdum-
lichen Figuren ansprechen
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senkrecht, waagerecht,
parallel

® | agebeziehungen bei
Gegenstanden der Umwelt
mit eigenen Worten
beschreiben

® senkrecht, waagerecht,
parallel als Lagebezeich-
nung bei Gegenstanden der
Umwelt identifizieren und
benennen

e senkrecht als Lagebeziehung
bei Strecken und Geraden
identifizieren und benennen

® parallel als Lagebeziehung
bei Strecken und Geraden
identifizieren und benennen

e parallele ebene Flachen als
parallel identifizieren und
beschreiben

rechter Winkel

e einen rechten Winkel
zwischen zwei Strecken
identifizieren und als solchen
benennen

Ebene

® cine ebene Flache von
einer gekrimmten Flache
mit eigenen Worten unter-
scheiden

2D-Figuren (ebene Figuren) kennen und kennzeichnen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

Dreieck, Viereck

e Dreiecke und Vierecke
identifizieren, beschreiben,
zeichnen

Rechteck, Quadrat

e Rechtecke und Quadrate
identifizieren und beschreiben

e Rechtecke von nicht
rechteckigen Vielecken
unterscheiden

e Rechtecke und Quadrate
durch Zeichnen und eine
andere Technik (etwa Legen
oder Falten) herstellen

e Quadrate von nicht quadra-
tischen Rechtecken und von
nicht quadratischen Vielecken
unterscheiden

Parallelogramm, Raute

e Parallelogramme und Rauten
identifizieren, beschreiben
und benennen

e Parallelogramme und Rauten
durch Zeichnen und eine
andere Technik (etwa Legen
oder Falten) herstellen

Vielecke in der Ebene

¢ Vielecke identifizieren und
mithilfe der Eckenzahl
beschreiben

regelmaBige Vielecke

* regelméBige Vielecke mit
eigenen Worten als regel-
maBig kennzeichnen

e regelmaBige Vielecke mit
Hilfsmitteln (etwa mit einer
LZeichenuhr®, mit Kreispapier
oder mit einem Zirkel) her-
stellen oder zeichnen: 4, 8, 3,
6 und 12 (ggf. 5 und 10)

Kreis

e Kreise in der Umwelt und
in Figuren identifizieren und
mit eigenen Worten
beschreiben

e Kreise mit Hilfsmitteln
zeichnen

e strukturierte Kreismuster
beschreiben, mit Hilfsmitteln
zeichnen oder aus geeigne-
tem Material herstellen
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3D-Figuren (rdumliche Figuren) kennen und kennzeichnen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

Quader, Wiirfel

e Quader und Wrfel

identifizieren und beschreiben

e Wirfel von nicht wurfel-
féormigen Quadern und
anderen Kdrpern unter-
scheiden

e Quader von nicht quader-
férmigen Kérpern unter-
scheiden

e Quader und Wiirfel
beschreiben, etwa mit
Rechtecken, Eckpunkten,
Kanten, Flachen etc.

e Netze zu Wirfeln und
Quadern kennen, zeichnen
und aus gegebenen Teilen
herstellen

e Quader und Wirfel aus
Netzen herstellen

Zylinder, Pyramide, Kegel

e Zylinder, Pyramiden und
Kegel mit eigenen Worten
beschreiben

Umwelt identifizieren

Kugel e Kugel identifizieren und mit * Kugel aus Knetmasse
eigenen Worten beschreiben néherungsweise herstel-
len und diesen Vorgang
beschreiben
3D-Figuren e Wrfel und Quader in der o Wrfel, Quader, Zylinder,

Pyramide, Kegel und Kugel
in der Umwelt identifizieren

e Bauwerke aus Wrfeln mit
verschiedenen ebenen
Ansichten in Verbindung
bringen

e Bauwerke aus Wurfeln,
Quadern, Zylindern, Pyra-
miden, Kegeln und Kugeln
mit verschiedenen ebenen
Ansichten in Verbindung
bringen

e Wiirfel, Quader, Zylinder,
Pyramiden, Kegel, Kugeln
und Bauwerke daraus
beschreiben

4.8.3 Elementare geometrische Abbildungen erkennen,
kennzeichnen und nutzen

Abbildungen® meint hier im Sinne des Sprachgebrauchs in der Mathematik die
Kongruenzabbildungen Drehen, Verschieben und Spiegeln (an einer Achse) und

ihre Zusammensetzungen, dazu als Ahnlichkeitsabbildung die zentrische Streckung.

Symmetriebetrachtungen, so wird hier vorgeschlagen, werden auf ebene Figuren

beschrankt.

In diesem Teilbereich 3 geht es um den Kern dessen, was die Geometrie in der
Elementarbildung ausmacht. Es geht darum, materiell und mental Prozesse mit
Figuren zu bewaltigen, im Wesentlichen durch die Vorstellungen des Zerlegens,
des Herstellens und des Anderns.
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In einem ersten Schritt sollte man sich hier mit konkreten Anderungen befassen, d. h.

die Anderungen der Figuren durch Drehen, Schieben, Spiegeln und das Strecken
von Figuren oder Teilfiguren handisch verfugbar zu machen und dann zunehmend
darauf hinzuarbeiten, diese Prozesse mental verfUgbar zu machen, zu internalisieren,
ohne dass das Material konkret zur Verfigung steht. Dieser Ubergang bedeutet fiir
viele Menschen eine Schwelle in der Schwierigkeit und bendtigt voraussichtlich den
meisten Aufwand in den Kursen.

Die ,Bewegungen®, also die Kongruenzabbildungen, lassen sich durch das physi-
kalische Bewegen von Objekten darstellen, welche die Figuren reprasentieren, etwa
Plattchen oder Papierteile oder Bauteile oder anderes geeignetes Material. Zentrische
Streckungen sind schwieriger darzustellen: Entweder man baut zu einem gegebenen
Objekt ein groBeres oder kleineres, das geht materiell, oder man stellt sich vor, wie
das gegebene Objekt sich ausdehnt oder zusammenzieht. Dabei wird die anspruchs-
vollere Version der Raumvorstellung eingefordert.

Deckungsgleiche ebene Figuren betrachten und herstellen

(Kongruenzabbildungen)

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

deckungsgleiche
ebene Figuren

e deckungsgleiche Dreiecke
und Quadrate identifizieren
und mit eigenen Worten
beschreiben

e zu einfachen Figuren de-
ckungsgleiche Figuren in einer
gegebenen Lage mit Material
legen oder mit Hilfsmitteln
zeichnen, etwa im Gitternetz,
mit Schablonen oder durch
» Iransparentkopieren”

e zu einfachen Figuren
deckungsgleiche Figuren
mit Material legen oder mit
Hilfsmitteln zeichnen, etwa
im Gitternetz, mit Schablonen
oder durch ,Transparent-
kopieren®

e deckungsgleiche ebene
Figuren identifizieren und
beschreiben

Symmetrische ebene Figuren betrachten und herstellen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

achsensymmetrische
und drehsymmetrische ebene
Figuren

e achsensymmetrische ebene
Figuren mit eigenen Worten
beschreiben und mit ge-
eigneten Techniken herstellen,
etwa mit Falt-Schneiden,
durch Zeichnen im Gitter
oder durch , Transparent-
kopieren*

e achsensymmetrische und
drehsymmetrische ebene
Figuren beschreiben und
mit geeigneten Tech-
niken herstellen, etwa mit
Falt-Schneiden, durch
Zeichnen im Gitter oder
durch , Transparentkopieren®

e achsensymmetrische Figuren
in der Umwelt identifizieren
und beschreiben

e achsensymmetrische und
drehsymmetrische Figuren
in der Umwelt identifizieren
und beschreiben
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Deckungsgleichheit und Symmetrie

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

symmetrische Figuren
aus deckungsgleichen
Teilfiguren

e zwei deckungsgleiche Figuren
so zeichnen, dass eine
achsensymmetrische Figur
entsteht

* zwei deckungsgleiche
Figuren so zeichnen, dass
eine drehsymmetrische Figur
entsteht

® aus einfachen Figuren, etwa
Buchstaben oder Zahlzei-
chen, durch mehrfaches
Kopieren achsensymme-
trische Figuren zusammen-

® aus einfachen ebenen Figuren
durch mehrfaches Kopieren
Figuren zusammenstellen,
die achsensymmetrisch oder
drehsymmetrisch sind

stellen
e Bandornamente oder

Parkette durch Legen oder
Zeichnen herstellen

VergréBern und Verkleinern von Figuren (Ahnlichkeitsabbildungen)

Vorsicht: Das Wort ,&hnlich“ ist in dieser Tabelle im Sinne der Fachsprache verwen-
det. Das meint, dass zwei Figuren als einander &hnlich bezeichnet werden, wenn sie
durch zentrische Streckungen ineinander Uberfihrt werden kénnen. Im Alltag wird
dieses Wort anders genutzt. Je nach Lernsituation ist daher zu erwagen und zu ent-
scheiden, ob man die Vokabel ,ahnlich* verwendet oder weglasst.

Zentrische Streckung. Diese Abbildung der Ebene in sich, die dem intuitiven Ver-
standnis von VergréBern und Verkleinern entspricht, wird in den Kursen erklarungs-
bedlirftig sein. Man kann es mit der mathematischen Charakterisierung versuchen:
Festgelegt sind ein Zentrum Z und eine Zahl k. Zu jedem Punkt P der Ebene ent-
steht sein Bildpunkt Q auf dem Strahl ZF, indem die Lénge ZP stets mit demselben
Faktor k zu ZQ vervielfacht wird. Diese punktweise Charakterisierung liefert jedoch
maoglicherweise keine ganzheitliche Vorstellung davon, wie Figuren sich bei zentri-
schem Strecken andern. Sinnvoll erscheinen Charakterisierungen, die an vorhandene
Erfahrungen der Lernenden anknUpfen.

Beispiel: ,,Zentrische Streckung* situativ erklart

Angenommen sei, dass die angesprochenen Kursteilnehmer/-innen mit dem
Schreiben von Texten in einem Textprogramm und mit dem EinfGgen von
Bildern in einen solchen Text Erfahrung haben. Sie mdgen sich ein solches

in einen Text eingeflgtes Bild vorstellen, etwa ein Gesicht. Beim Anklicken
erscheinen die Ublichen 8 Punkte am Rand. Zieht man das Bild am Punkt
,Mitte-Rechts®, so wird das Bild breiter, aber nicht hoher. Das ist keine zentri-
sche Streckung. Zieht man das Bild am Punkt ,Oben-Rechts®, so wird es in alle
Richtungen vergroBert. Das ist eine zentrische Streckung, das Zentrum ist der
Punkt ,Unten-Links". Im zweiten Fall bleibt das Gesicht hibsch, es wird ledig-
lich gréBer oder kleiner. Im ersten Fall wird das Gesicht in die Breite verzerrt.
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Inhalte zum Erwerb Kompetenzerwartung Kompetenzerwartung

der Kompetenzen auf Level L1 auf Level L2

zueinander &hnliche e zueinander &hnliche ,ver- ® zueinander ahnliche ebene

ebene Figuren groBerte” oder ,verkleinerte" Figuren identifizieren und
einfache ebene Figuren beschreiben

identifizieren und mit eigenen
Worten beschreiben

Figuren ahnliche Figuren mit
Lege-Material herstellen, etwa

e zu einfachen gegebenen e zu einfachen gegebenen

Figuren &hnliche Figuren mit
Hilfsmitteln herstellen, etwa

mit &hnlichen Dreiecken oder durch Legen oder durch
mit &hnlichen Tangrams Zeichnen in Gittern

zueinander ahnliche e zueinander &hnliche rdum-
raumliche Figuren liche Figuren aus Wiirfeln
bauen und vergleichend
beschreiben

e zueinander ahnliche ,vergro-
Berte und verkleinerte*
ebene und raumliche Figuren
an Beispielen, auch in der
Umwelt, identifizieren und
beschreiben, (Plane, Modell-
fahrzeuge etc.)

MaBstabe e mit einzelnen MaBstaben
maBstabsgerecht vergréBern
und verkleinern und rechnen

4.8.4 Verfahren zum Messen und Schéatzen von Langen, Flacheninhalten und
Rauminhalten anwenden

In diesem Teilbereich 4 geht es um Strategien des Messens, wobei das Messen als
Prozess sowohl die Anpassungshandlung umfasst als auch das Rechnen mit GréBen
und deren Einheiten. Das Ziel ist das Dokumentieren des zu messenden Objektes
durch gemessene GroBen.

Bei der Anpassungshandlung geht es darum, ein Messinstrument, wie immer es ge-
staltet sein mag, mit dem zu messenden Objekt zur Passung zu bringen, also etwa
ein Lineal an eine Strecke anzulegen, oder eine Rechteckfigur mit Einheitsquadraten
auszulegen.

Beim Rechnen mit GréBen und deren Einheiten geht es darum, die ermittelte abge-
lesene oder berechnete GroBe in angemessenen oder jeweils geforderten Einheiten
darzustellen. Dies ist die Schnittstelle zur Arithmetik, das am besten dazu geeignete
Instrument ist nach Auffassung des Autors das Arbeiten mit Tabellen.

In Abschnitt 4.9 wird ausgeflhrt, dass je nach Komplexitat der Gestalt des zu mes-
senden Gegenstandes auch die Anpassungshandlung unterschiedlich komplex sein
kann. Hinzu kommt, dass bei komplexen Gestalten oft ein im mathematischen Sinne
genaues Messen nicht maglich ist, sondern stattdessen nur eine Schatzung geleistet
werden kann: Schétzen sehen wir als strategisch bestimmtes mentales Messen mit
begrenzter Genauigkeit.
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LangenmaBe bestimmen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

direktes
Vergleichen von Langen

e Langen von Gegenstanden
bis etwa 1 m direkt
vergleichen

indirektes
Vergleichen von Langen

e | dngen von Gegenstanden
bis etwa 1 m mithilfe eines
Werkzeuges (Schnur, Stab)
indirekt vergleichen

e | dngen von Gegenstanden
bis etwa 10m mithilfe eines
Werkzeuges (Schnur, Stab)
indirekt vergleichen

messen von Langen

e | &ngen von Gegenstanden
bis etwa 1 m mithilfe eines
skalierten Lineals oder MaB-
bandes nach MaBzahl und
Einheit bestimmen

e | dngen von Gegenstanden
bis etwa 10m mithilfe eines
skalierten Lineals oder MaB-
bandes nach MaBzahl und
Einheit bestimmen

Umfang ebener Figuren bestimmen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

messen von Umfangen
ebener Figuren

* messen von Umfangen bei
Figuren im Késtchengitter

® messen von Umfangen bei
geradlinig begrenzten Figuren

durch Abzahlen mit einem skalierten Lineal

Umfang und Flacheninhalt e Figuren aus Quadraten
umbauen, vergréBern und
verkleinern und Anderungen
von Umfang und Flachen-
inhalt vergleichen

Flacheninhalte bestimmen
Inhalte zum Erwerb Kompetenzerwartung Kompetenzerwartung
der Kompetenzen auf Level L1 auf Level L2

schétzen, Messen und
Vergleichen von Flacheninhalten

* Flacheninhalt ebener Figu-
ren aus Quadraten durch
Auszahlen der Quadrate
bestimmen

e Flacheninhalt geeigne-
ter ebener Figuren durch
Auslegen mit Quadraten und
Auszéhlen bestimmen

e Flacheninhalte geeigne-
ter ebener Figuren durch
Zerlegen und Erganzen
vergleichen und in Einzelfallen
bestimmen

e geeignete ebene Figuren,
etwa Arrangements aus
Quadraten, vergroBern und
verkleinern und Umfénge und
Flacheninhalte vergleichen

e schatzen von krummlinig
begrenzten Flachen durch
Annahern der Gestalt
mit Quadraten, etwa mit
Késtchenpapier
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Rauminhalte bestimmen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

Volumenman als Wirfelzahl

e Rauminhalt von Wrfel-
bauwerken durch Zahlen
der Wiirfel bestimmen

e Rauminhalte geeigneter
(Hohl-)Kérper durch Auslegen
mit Wirfeln bestimmen

VolumenmaB als ,HohimaB*

e Rauminhalt von Hohlkor-
pern durch Schittversuche
vergleichen und bestimmen

Oberflache und Rauminhalt

¢ Wirfelbauwerke umbauen,
vergroBern und verklei-
nern und Anderungen von
Oberflache und Rauminhalt
vergleichen

4.8.5 Elementare Briiche in Figuren darstellen

In diesem Teilbereich 5 meint ,elementare Briche®: die Hélfte, das Viertel, das Achtel,
das Drittel, das Sechstel und das Zehntel

Fortgesetztes Halbieren -
Halbes, Viertel und Achtel

in verschiedenen Figuren darstellen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

elementare Briiche
1,11

318
ikonische und geometrische
Darstellungen

¢ in konkreten Darstellungen
identifizieren und beschreiben

e in passenden diskreten
Darstellungen (Kastchen,
Stickzahlen) identifizieren
und herstellen

¢ in Streckeneinteilungen
identifizieren und herstellen

® in Kreiseinteilungen
identifizieren und herstellen

Drittel, Sechstel und Zehntel in verschiedenen Figuren darstellen

Inhalte zum Erwerb
der Kompetenzen

Kompetenzerwartung
auf Level L1

Kompetenzerwartung
auf Level L2

elementare Briiche
1,1, 1

36" 10

ikonische und geometrische
Darstellungen, elementare und
néherungsweise Konstruktionen

¢ in konkreten Darstellungen
identifizieren und beschreiben

e in passenden diskreten
Darstellungen (Kastchen,
Stickzahlen) identifizieren
und herstellen

¢ in Streckeneinteilungen
identifizieren und herstellen
(,Streifenteilungstechnik®)

¢ in Kreiseinteilungen (etwa
Kreisdiagrammen, ,Stunden-
uhr oder ,Minutenuhr*)
identifizieren und (ggf. n&he-
rungsweise) herstellen
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4.9 Raum und Form ist Voraussetzung fiir Gr6Ben und Messen

Verbundene Inhaltsbereiche. In den Bildungsstandards Mathematik fur den
Primarbereich sind die Inhaltsbereiche Raum und Form und GréBen und Messen
durch einen bestimmten Teilbereich (hier bezeichnet als Teilbereich 4: Verfahren zum
Messen und Schatzen von Langen, Flacheninhalten und Rauminhalten anwenden
[s. Abschnitt 4.8.4]) miteinander verbunden. In diesem Teilbereich geht es um Stra-
tegien zum Messen von Flacheninhalten und Volumina. Dies ist insofern bemerkens-
wert, als in klassischen Curricula GroBen und Messen vor der Geometrie behandelt
sind, was darauf verweist, dass es dabei offensichtlich vorrangig um das Rechnen
mit GroBen, insbesondere um das Umrechnen von GréBen, geht.

Hier wird dagegen die Auffassung vertreten, dass der Inhaltsbereich GréBen und
Messen, insbesondere fur Flachen und Rauminhalte, primér dadurch bestimmt ist,
dass man die zu messenden Objekte strukturiert. Diese Strukturierung ist nicht in
erster Linie arithmetischer Natur, sondern vorrangig geometrischer Natur und setzt
daher Kompetenzen zu Raum und Form voraus. Das Messen von Flacheninhalten
und Rauminhalten umfasst somit im Wesentlichen zwei Arbeitsfelder:

e das Strukturieren von Flachen, etwa im Sinne von Zerlegen, Erganzen, VergréBern
und Anndhern.

e das ggf. erforderliche Umrechnen von MaB3zahlen und Einheiten, etwa
Quadratdezimeter in Quadratmeter, Kubikdezimeter in Kubikmeter.

Der zweite Punkt sollte insbesondere durch qualitative geometrische Vorstellungen
unterstUtzt sein, sodass die entsprechenden Rechnungen eine semantische Basis
haben, denn Rechenfehler in diesem Bereich, wie sie durch rein syntaktisches Rech-
nen begunstigt werden, haben in der Regel besonders fatale Auswirkungen.

Probleme beim Messen von Langen. Uberraschenderweise zeigt sich, dass das
Bestimmen von L&ngen in seiner Schwierigkeit schlagartig steigt, wenn man anstelle
von Strecken und Streckenzligen versucht, die L&ngen gekrimmter Linien zu be-
stimmen. Im ersten Ansatz versucht man stets, dies dadurch zu erreichen, dass man
die gekrimmten Linien ndherungsweise durch Streckenzlge beschreibt. Dies aber
ist nur dann zielfuhrend, wenn die betrachteten krummen Linien ,nicht allzu krumm®
sind.

Messen von Flachen- und Rauminhalten. Ein wenig einfacher, wenn auch nicht
weniger komplex, stellt sich die Lage beim Messen von Flacheninhalten und Raum-
inhalten dar. Zwar gibt es auch hier Schwierigkeiten, sobald die zu messenden
Objekte krummlinig begrenzt sind, aber die mathematischen Strategien und tech-
nischen Mdoglichkeiten sind hier etwas leichter zu veranschaulichen.

Eine technische Stufenfolge beim Messen von Flacheninhalten. In &lterer Litera-
tur findet man fUr das Bestimmen von Flacheninhalten ,Stufenfolgen®. Diese werden
haufig so dargestellt, als handele es sich um Entwicklungsstufen mathematischer
Erkenntnis bei Lernenden. Vielmehr bedeuten aber die ,Stufen”, dass der Begriff
des Flacheninhaltes und die Verfahren zu seiner Bestimmung zunéchst von hinrei-
chend einfachen ebenen Figuren ausgehen, Quadraten und Rechtecken, und dann
auf zunehmend komplexere Figuren ausgedehnt werden. Eine Stufenfolge liegt also
insofern vor, als die betrachteten Objekte zunehmend komplexer werden. Hier ein
Beispiel einer solchen Stufenfolge zum Bestimmen von Flacheninhalten:
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¢ Objekte 1: Quadrate und Rechtecke mit ganzzahligen Randlangen. Mess-
verfahren: auslegen mit Einheitsquadraten. Idee und Hilfsmittel: Kongruenz.

¢ Objekte 2: Quadrate und Rechtecke mit nicht ganzzahligen Randlangen.
Messverfahren: Quadrate zerlegen und zusammenlegen. Idee und Hilfsmittel:
Kongruenz und Bruchrechnung, Arbeiten mit verschiedenen Einheiten.

Beispiel: ,,Fliesenboden“

Ein Zimmerboden ist rechteckig. Die Seitenlangen sind 2,80 Meter und 5 Meter.
Verflgbar sind Fliesen mit den MaBen 50cm x 50cm.

Wie viele Fliesen werden bendtigt?

¢ Objekte 3: Gradlinig begrenzte Figuren, insbesondere Dreiecke, Vierecke und
Vielecke. Messverfahren: Zerlegen und Ergénzen. Idee und Hilfsmittel: Kongruente
Teilflachen haben dieselben MaBe.

Beispiel: , L-formiges Grundstiick*
Wie kann man ein L-férmiges Grundsttick zerlegen, um sein Flachenmal zu
bestimmen?

¢ Objekte 4: Ebene Figuren allgemein. Messverfahren: VergréBern und Verkleinern,
dabei Umrechnen des Flacheninhaltes. Idee und Hilfsmittel: Flachenanderung bei
Ahnlichkeitsabbildungen.

Beispiel: ,,Werbeflache“

Auf einem Foto ist ein Bekannter von |hnen vor einem Lieferwagen mit Kasten-
aufbau festgehalten. Sie wissen, Ihr Bekannter ist 1,80m grof3. Die rechtecki-
ge Seite des Kastenaufbaus ist eine Werbeflache. Kénnen Sie deren GroRe
anhand des Fotos schatzen?

¢ Objekte 5: Ebene Figuren allgemein, insbesondere krummlinig begrenzte.
Messverfahren: Annéhern durch Einpassen in Quadratgitter und Abschétzen.
Idee und Hilfsmittel: Zusammenhang von Flacheninhalten bei Figuren, die man
»ineinander platzieren kann®.

Beispiel: ,,See mit Buchten“

Gezeichnet ist ein See mit unregelmaBigem Ufer mit vielen Buchten. Zeichnen
Sie dartber ein Rechteck, das mdglichst den gleichen Flacheninhalt haben soll.
Wie geht man dabei vor?
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¢ Objekte 6: Ebene Figuren allgemein. Messverfahren und Hilfsmittel: technischer
Art, etwa durch Wiegen von Papierstlicken oder Stlicken aus anderem Material,
Benutzen spezieller technischer Hilfsmittel, Schiittversuche, Umordnen von
Material, etwa von runden Plattchen. Hands-on-Versuche, etwa Bestimmen einer
Kugeloberflache durch Schalen einer Apfelsine o. A.

Beispiel: ,,Oberflache einer Apfelsine*

Bestimmen Sie ndherungsweise die Oberflache einer Apfelsine. Schalen Sie
dazu die Apfelsine und legen Sie die Schalenstlickchen zu einem Rechteck
oder zu einem Quadrat.

Stufenfolgen bei Volumina. Eine analoge Stufenfolge 18sst sich fur Volumina aufstel-
len. Allerdings erscheint dort die Gewichtung der Bedeutungen anders. Obwohl das
Auslegen mit Einheitswirfeln auch hier die entsprechende Basisidee darstellt, sind
doch Schuttversuche, also technische Verfahren, hier von besonderer Bedeutung.
Beim Abschatzen und Bestimmen von Volumina wird in besonderer Weise Raumvor-
stellung beansprucht.

Zum Verhaltnis vom Schéatzen und Messen. Die genannte Stufung kann man
auffassen als Beschreibung von zunehmend komplexen Messverfahren. Aber bereits
die Objekte 5 zeigen, dass Messen und Schétzen hier dicht beieinanderliegen. Abge-
sehen von einigen idealtypischen Objekten betrifft das Messen in der Realitat meist
eher eine Schatzung, d. h. die Angabe einer gemessenen GrdBe und dazugehdrend
die Angabe, als wie genau diese Messung anzusehen ist. Ist diese Genauigkeit als
Teil der Aufgabenstellung vorgegeben, so ist eine ,Messung im Sinne eines Uber-
schlags” gefragt und diese beruht in den meisten Fallen hauptséchlich auf der Kom-
petenz zum raumlichen Strukturieren oder Umstrukturieren der gemessenen Objekte.

Das Verhaltnis von Schéatzen und Messen ist komplexer als es auf den ersten Blick
erscheint. Entscheidend ist, ob es sich beim Schétzen mehr oder weniger um ein
spontanes Raten handelt oder ob bewusst mehr oder weniger aufwandige mentale
Strategien eingesetzt werden. Dies hangt auch davon ab, welche Genauigkeit von
der Schatzung verlangt wird. Ebenso ist auch beim Messen zu beachten, dass der
fur die Messung betriebene Aufwand sowohl technisch als auch intellektuell selbst-
verstandlich davon abhangt, welcher Genauigkeitsanspruch an das Messergebnis
gestellt wird. Damit werden die Grenzen zwischen Schatzen und Messen flieBend.

In unserem Konzept jedoch besteht das Messen nicht nur in der zweifachen Anfor-
derung, zum einen in der geometrischen Anpassungshandlung von Werkstick und
Messwerkzeug, zum anderen im arithmetischen Umgehen mit den GréBen, sondern
es wird das Schéatzen im Sinne der Raumvorstellung als ein strategisch basier-
tes mentales Messen gesehen, bei dem die Vorgange, die beim Messen materiell
oder handisch vollzogen werden, nunmehr in die Vorstellung verlagert sind.
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Beispiel: ,,Bahnsteigléange“

Wie lang etwa ist der Bahnsteig des ICE-Bahnhofs in Kassel? Bei oberflachli-
chem Raten kann man mit dem geschatzten Wert stark daneben liegen. Wei3
man aber, dass der europaische Personenwaggon flr Schnellzige gut 25 Me-
ter lang ist und die ICE-Triebkdpfe knapp 20 Meter lang, dann mag man sich
aufgrund seiner Reiseerfahrungen einen Zug vorstellen und bedenken, dass er
in voller L&nge an den Bahnsteig passen muss. Man kann Zlge beobachten,
die 14 Waggons und 2 Triebkopfe besitzen, solche Zige sind 390 Meter lang.
Mindestens so lang ist auch der Bahnsteig. Entscheidend bei diesem Beispiel
ist nicht so sehr das Vervielfachen und Addieren der Langen, sondern vielmehr
die Fahigkeit, sich vorzustellen, wie der Zug an den Bahnsteig passt, ihn mental
dorthin zu bewegen.

Man kann daraus die Konsequenz ziehen, und das wird hier vorgeschlagen, das
Schéatzen begleitend zum Messen oder im Anschluss an das Messen zu bearbeiten
und nicht davor, damit hinreichende Raumvorstellung und Erfahrung fUr die reale
oder mentale geometrische Passungshandlung vorliegt.

4.10 Zielgruppenorientierte ,,adaptive“ Planung
von Lehreinheiten

Die hier angesprochene Zielgruppe der Lernenden unterscheidet sich von reguléren
Schulerinnen und Schlern durch einige Punkte, die bei der Konzeption der Curricula
fur die Kurse von Bedeutung sind.

Spezifische Erfahrungsraume und ,, Aufgabenlinien®. Bei (jungen) Erwachsenen
ist davon auszugehen, dass sie aufgrund ihrer Teilleistungsschwéache nicht daran
gehindert sind, in der Umwelt, der eigenen Lebenswelt und ihrer Berufswelt fundier-
te Erfahrungen zu sammeln und Probleme zu 16sen, die eine aktive und bewusste
Auseinandersetzung mit der Situation erfordern. Diese ,spezifischen Erfahrungs-
rAume Erwachsener® sollten nach Moglichkeit in die Kurse einbezogen werden. Wir
gehen davon aus, dass auf jeden Fall der Erfahrungsbereich ,Nahrung und Speisen
von allen geteilt wird und bei einigen sogar Gegenstand der beruflichen Tatigkeit ist.
Beim Design von Aufgaben ist daher eine Aufgabenlinie, die ,,Aufgabenlinie N“,
ganz diesem Erfahrungsbereich gewidmet, denn wir gehen davon aus, dass dieser
Erfahrungsbereich in jedem Fall von allen Beteiligten eines Kurses geteilt wird, egal
welchen Berufsgruppen oder gesellschaftlichen Gruppen sie ansonsten angehdéren.
In diesem Erfahrungsbereich muissen daher keine Kontexte und kein kontextgebun-
denes Vokabular zusétzlich in den Kursen installiert werden.

Ein weiterer Erfahrungsbereich wird gekennzeichnet mit ,,Aufgabenlinie B“. Gemeint
ist der jeweilige berufsspezifische Erfahrungsbereich, sofern ein solcher vorliegt. Die
Dozenten der Kurse mussten sich mit diesen berufsbezogenen Erfahrungen ihrer
Teilnehmer/-innen auseinandersetzen und prifen, ob und inwieweit diese Kontexte
zur gemeinsamen Bearbeitung in den Kursen geeignet sind. Wenngleich die berufs-
bezogenen Erfahrungsbereiche ganz unterschiedlich sein kénnen, so ist doch davon
auszugehen, dass es Aufgabenstellungen gibt, die Uber diesen Berufsbereich hinweg
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strukturgleich oder strukturahnlich sind. Solche Aufgaben zu identifizieren und zu
konzipieren, wird eine der Kernaufgaben der Dozenten sein, um die Lerngruppe im
Argumentieren und Kommunizieren zu unterstiitzen. Behutsam zu installieren ist die
»Aufgabenlinie A“ mit abstrakten Aufgaben, die nicht direkt im Kontext eines Erfah-
rungsbereiches formuliert sind, sondern, soweit maglich, in der Ublichen mathemati-
schen Fachsprache gefasst sind. Hier sind Bezeichnungen und Begriffe einzufUhren
und mit Objekten und Ph&dnomenen aus den anderen beiden Erfahrungsbereichen
sprachlich zu verbinden.

Literalitat. Es erscheint sinnvoll, bei dem speziellen Handicap der erwachsenen Ler-
nenden mathematische Performanzen (beobachtbare gezeigte Leistungen) zunachst
mundlich und in bekannte Erfahrungssituationen eingebettet zu bearbeiten und
einzufordern. Mit geeigneten Darstellungsmitteln ist es durchaus moglich, Leistun-
gen, die in ihren Anspriichen dem Grundschulabschluss oder dem Stand von Klasse
8 entsprechen, im Bereich der Geometrie und Raum und Form so einzufordern, dass
man dabei nicht schreiben und wenig zeichnen muss.

Zun&chst vorrangig auszubauen ist die Kompetenz, Figuren und darauf bezogene
Prozesse darstellen und argumentativ begleiten zu kdnnen. Keinerlei Qualitadtsmin-
derung ist darin zu sehen, dass dabei zunachst Legematerial oder Baumaterial
verwendet wird. Sinnvoll, falls méglich, erscheint ein friihes Einbeziehen geeigneter
Software, um Konstruktionen flexibel handhaben zu kénnen.

Erst wenn dazu eine gewisse materialbezogene Kompetenz aufgebaut ist, kann man
dazu Ubergehen, diese Kompetenzen zu literalisieren. Dabei bilden den ersten Schritt
selbst gewahlte Markierungen von Objekten und Prozessen in gegebenen Darstel-
lungen und bestimmte Arrangements von Figuren mit begleitenden mindlichen
Prozessbeschreibungen. Bereits mit diesem Artikulationsumfang lassen sich alle im
Curriculum ausgewiesenen inhaltsbezogenen und prozessbezogenen Kompetenzen
darstellen.

Den nachsten Schritt bildet die behutsame textliche Anreicherung dieser Performan-
zen, die allerdings insgesamt nicht Gegenstand allein der Kurse zur Mathematik sein
kann, sondern von Kursen zum Schriftspracherwerb begleitet sein muss. Wie oben
erwahnt, wird daher vorgeschlagen, jedwedes Prifungsverfahren fur diese Klientel
S0 zu zerlegen, dass in einer ersten Stufe situative schriftliche und mundliche Artiku-
lationen zugelassen sind und erst in einer zweiten Stufe schriftliche Textfahigkeit zur
Darstellung der mathematischen Kompetenzen eingefordert wird.

Konsequenzen im Aufgabendesign. Beim Design eigener Aufgaben ist darauf zu
achten, dass die Anforderung, letztlich auf den Grundschulabschluss oder spéater
den Abschluss der Klasse 8 hinzuarbeiten, nicht dazu flhrt, dass die entsprechenden
Aufgabenstellungen bei den Teilnehmerinnen und Teilnehmern den Eindruck erwe-
cken, als seien sie fur Kinder gemacht. Dies betrifft sowohl die Kontexte als auch die
Textformen. Beides sollte so gestaltet sein, dass sich die Teilnehmer/-innen der Kurse
als Erwachsene ernst genommen fuhlen.

Dies ist verbunden mit der Anforderung, Erfolge, auch Teilerfolge, auf keinen Fall so
zu charakterisieren als wirde man sie mit bestimmten Stufen oder gar Altersstufen
der kindlichen Entwicklung verbinden. Es liegt eine vollig andere Situation vor, die
auch andere adaquate Formen der Wirdigung und der Anerkennung erfordert.
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Konsens mit den Lernenden. Ein spezifischer Unterschied zwischen den Teil-
nehmerinnen und Teilnehmern solcher Kurse und Schulerinnen und Schilern einer
Grundschule oder Hauptschule wird darin gesehen, dass es mdglich und wiin-
schenswert ist, mit den Teilnehmerinnen und Teilnehmern Uber Zielvorstellungen der
Kurse zu sprechen und formelle oder informelle Zielvereinbarungen zu treffen. Das
schlieBt ein, dass die Teilnehmerinnen und Teilnehmer die Gelegenheit bekommen,
Uber Schwerpunktsetzungen innerhalb des Curriculums mitzubestimmen. Dies nicht
nur aus Vorlieben heraus, sondern auch im Zusammenhang damit, dass die Teilneh-
mer/-innen zunehmend lernen, ihre eigenen Schwachen und Defizite so genau zu
beschreiben, dass das Konzept des Lehrganges tatséchlich wie eine gezielte Unter-
stltzung empfunden wird.

4.11 Aufgabenbeispiele

Die hier genannten Aufgabenbeispiele sind weitgehend in mathematischer Fachspra-
che formuliert. Sie umfassen Fragen und Experimente. Alle Grafiken sind bewusst
sehr einfach gehalten und weitgehend auf Kastchenpapier dargestellt, sodass sie
von den Kursleiterinnen und Kursleitern sowie den Kursteilnehmerinnen und Kursteil-
nehmern leicht reproduziert und nach eigenen Erfahrungen und eigenem Ermessen
geandert werden kdnnen.

Die meisten Bilder sind als austauschbare Vorlagen gedacht, sodass de facto nicht
Aufgaben, sondern flexible Aufgabenformate dargestellt sind.

Je nach Kurssituation kann es sinnvoll sein, die Aufgaben in einen konkreten Kontext
zu UberflUhren und in situative Sprache zu fassen. Zuerst sollte eine mindliche Bear-
beitung angestrebt und die passende Sprache gesucht werden, erst spater — wenn
Uberhaupt — sollte eine schriftliche Bearbeitung folgen. Bei Zeichnungen kommt es
nicht vorrangig auf die technische Genauigkeit an, wichtiger ist, dass die Zeichnun-
gen ausweisen, dass die Lernenden das Richtige meinen. Vorrangig geht es um die
Strategien zum Ldsen der Aufgaben.

Erst wenn diese geklart sind, kann man zum Optimieren der technischen Genauigkeit
Ubergehen.

Dies ist eine Aufgabensammlung zum Start, die aufgrund von Erfahrungen in den
Kursen auszubauen ist.
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4.11.1 Sich in der Ebene und im Raum orientieren

Aufgabe 1: ,Wege flihren, Person schaut stets in die gleiche Richtung*”

Die Person in diesem Bild kann vorwérts und riickwérts gehen. Sie kann auch seit-
wérts nach links und rechts gehen, dreht sich dabei aber nicht. Beschreiben Sie ihr
den Weg vom Start zum Ziel an den Hindernissen vorbei. Nutzen Sie zum Angeben
von Entfernungen das Quadratgitter.

° ZIEL

LLEEET
©

Aufgabe 2: ,Wege flihren, Person kann sich vor dem Weitergehen drehen*

Die Person in diesem Bild kann nur vorwérts gehen. Sie kann sich aber auch vor dem
Weitergehen nach links oder rechts drehen und geht dann vorwérts in die neue Rich-
tung. Beschreiben Sie ihr einen Weg vom Start zum Ziel an den Hindernissen vorbei.
Nutzen Sie zum Angeben von Entfernungen das Quadratgitter.

° ZIEL

LLEEET
©

172

© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.



© Copyright: Deutscher Volkshochschul-Verband e. V.

DVV-RAHMENCURRICULUM RECHNEN - GEOMETRIE

Aufgabe 3: ,Wo stehen die Taschen?*
In ein Regal mit SchlieBfachern werden vier Taschen gestellt. Alle Facher werden mit
Turen verschlossen. Beschreiben Sie, in welchen Féchern die Taschen stehen.

e

4.11.2 Elementare geometrische Figuren kennen und herstellen

Aufgabe 4: ,Ebene Figurenteile beschreiben®
Diese Figur besteht aus vier ebenen Teilfiguren. Beschreiben Sie die Teilfiguren.

Aufgabe 5: ,,Raumliche Figurenteile beschreiben®
Diese Bauwerke bestehen aus zwei, drei oder vier Kldtzen.
Welche Form haben die Klbtze?

- A
* o
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Aufgabe 6: ,,Bauwerk und Teile anhand eines Bauvorgangs beschreiben®
Hier sind vier gleich groBe Wirfel zu einem Bauwerk zusammengefligt.
Beschreiben Sie, wie dieses Bauwerk aus den vier Wlirfeln gebaut wird.

Aufgabe 7: ,Bauwerk aus vier Wirfeln identifizieren*

Es gibt vier gleich groBe Wirfel. Der erste Wlirfel wird auf den Tisch gesetzt. Der
zweite wird davor an den ersten geklebt. Der dritte wird auf den zweiten geklebt. Der
vierte wird rechts an den dritten geklebt. Wie sieht das Bauwerk aus? Ist es auf den
Bildern zu sehen? An welcher Stelle sollte man den Text mdéglicherweise ergénzen
oder genauer fassen?

4.11.3 Elementare geometrische Abbildungen erkennen,
kennzeichnen und nutzen

Aufgabe 8: ,,Spiegelbilder finden*
Zeichnen Sie zu den Figuren und den Spiegelachsen jeweils das Spiegelbild.

N

Aufgabe 9: ,Spiegelachsen finden*
Zeichnen Sie zu den beiden Figuren jeweils die Spiegelachse.

44 oo of
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Aufgabe 10: ,,Bewegungen bei gedrehten Figuren beschreiben”
Beschreiben Sie, wie die beiden Figuren jeweils zusammenhéngen.

ar <.

Aufgabe 11: ,Spiegeln an zwei Achsen“
Die Figuren sind an beiden Achsen gespiegelt. Ergédnzen Sie die fehlende Figur.

4.11.4 Verfahren zum Messen und Schétzen von Langen,
Flacheninhalten und Rauminhalten anwenden

Aufgabe 12: ,Flachen im Quadratgitter”
Hier sind vier Fldchen im Gitter gezeichnet. Welche sind gleich gro3?

EESEENN SN AN ERE

Aufgabe 13: ,Einteilen von Flachen zur Flachenmessung*
Teilen Sie diese Fldchen in Rechtecke ein und bestimmen Sie damit ihr Fldchenmal.

1cm

Aufgabe 14: ,,Wurfelschnitt®

Ein Wrtfel wird parallel zu einer Seitenfldche durchgeschnitten. Wie viele solche
Schnitte braucht man, bis die Oberfldche der Teile insgesamt doppelt so groB ist wie
die des Wiirfels zu Beginn?
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Aufgabe 15: ,,Geanderte Oberflache bei einem Wiirfelbauwerk*

Hier ist ein Kérper aus 27 kleinen Wiirfeln gebaut. Ist der groBe Kérper auch ein
Wiirfel? Oben vorn in der Mitte wird ein kleiner Wiirfel herausgenommen. Ist die
Oberfldche des Korpers nun kleiner geworden oder gleichgeblieben, oder ist sie

groBer geworden?

Aufgabe 16: ,,Oberflache einer Apfelsine*

Ein Experiment: Gegeben ist eine Apfelsine. Zeichnen Sie sechs Kreise mit demsel-
ben Durchmesser, den die Apfelsine hat. Schélen Sie nun die Apfelsine, zerteilen Sie
die Schale in kleine Stiickchen und decken Sie die Kreise mit den Schalensttickchen
passend ab. Wie viele Kreise kann man abdecken? Vergleichen Sie die Ergebnisse
fir verschieden groBBe Apfelsinen.

Aufgabe 17: ,Flache eines Sees mit einem Rechteck vergleichen”
Hier ist ein See gezeichnet. Zeichnen Sie dartber ein Rechteck, das mdglichst den-
selben Fldcheninhalt hat wie der See. Worauf ist dabei zu achten?

Aufgabe 18: ,,Durchmesser und Flache eines Sees schatzen

Hier ist ein See gezeichnet. Zeichnen Sie dartber ein Rechteck, das mdglichst den-
selben Fldcheninhalt hat wie der See. Unten ist eine Strecke gezeichnet, die angibt,
wie lang Strecken auf dieser Karte sind. Schétzen Sie damit den gréBten Durch-
messer und den Fldcheninhalt des Sees.

10m
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Aufgabe 19: ,,Rauminhalt bei wachsenden Wiirfeln*

Ein Wrfel mit einem Dezimeter Kantenlénge hat einen Liter Rauminhalt.
Welchen Rauminhalt hat ein Wirfel mit zwei Dezimetern Kantenlénge?
Welchen Rauminhalt hat ein W(irfel mit drei Dezimetern Kantenlénge?

[ V]
//
/|

Aufgabe 20: ,,Rauminhalt bei wachsenden Kugeln*“

Eine Kugel mit einem Dezimeter Durchmesser, etwa eine groBe Orange, hat etwa
einen halben Liter Rauminhalt.

Welchen Rauminhalt hat schatzungsweise eine Kugel mit zwei Dezimetern Durch-
messer, etwa eine Melone?

4.11.5 Elementare Briiche in Figuren darstellen

Aufgabe 21: ,,Rechtecke einteilen”
Zeichnen Sie drei Rechtecke, jeweils 8cm breit und 6cm hoch.

Zerlegen Sie das erste Rechteck in acht gleich groBBe Teile, das zweite Rechteck in
sechs gleich groBe Teile und das dritte Rechteck in zwdlf gleich groBe Teile. Beschrei-
ben Sie, wie man vorgehen kann und was dabei zu entdecken ist.

Aufgabe 22: , Bruchstreifen herstellen
Ein Rechteck ist in zwdlf gleich breite Streifen eingeteilt.

Zerlegen Sie schétzend und rechnend den zweiten Streifen in zwei gleich lange Teile,
den dritten Streifen in drei gleich lange Teile, den vierten Streifen in vier gleich lange
Teile und so weiter bis zum zwdlften Streifen.

Wie kann man vorgehen und was ist dabei zu entdecken?

Aufgabe 23: ,Kreisteile erkennen*
Hier sind vier Kreise gezeichnet. Welcher Teil ist in den Kreisen jeweils markiert?

SO0
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Aufgabe 24: ,Kreisteile markieren, Halften, Viertel, Drittel“

Hier sind drei Kreise gezeichnet.

Markieren Sie schétzend im ersten Kreis die Hélfte, im zweiten Kreis drei Viertel und
im dritten Kreis ein Dirittel.

@ d e

Aufgabe 25: , Kreisteile markieren, Fiinftel und Zehntel”

Hier sind zwei Kreise gezeichnet.

Markieren Sie schétzend im ersten Kreis zwei Flnftel, die aussehen wie Tortenstlicke.
Versuchen Sie dann, den zweiten Kreis in zehn gleich groBe Teile zu zerlegen, die
aussehen wie Tortenstlcke.

Wie kann man vorgehen? Wie kann man prtifen, ob das Ergebnis gut ist?

o
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